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PREFACE. 

A Prè s la mort du célèbre Maciaurin , les iliuftres 
amis à qui il avoit lahTé le foin de fes manufcrits , 
publièrent un Traité Élémentaire d'Algèbre fous fon 
nom. Cet Ouvrage pofthume avoit le mérite particulier 
d'expliquer & de démontrer plufîeurs belles régies d'Al- 
gèbre, que le grand Newton avoit données fans démons- 
tration ; de forte qu'on pouvoit regarder l'ouvrage de 
Maciaurin comme un Commentaire fuivi Se lié de l'A- 
rithmétique univerfelle de Newton : & par là on fatis- 
faifoit aux voeux de plulîeurs grands Mathématiciens , 
Se au befoin de ceux qui travailloient à le devenir. La 
préférence que la nation Angloife donna à ce Traité fut 
tous les autres qui avoient le même objet , en fit fouhai* 
ter la traduction en France, & on me pria de m'en char- 
ger. Mais en rendant à l'ouvrage Anglois toute la juftice 
qu'il méritoit^jecrus qu'il étoit de l'avantage des jeunes 
Mathématiciens que je ne m'afTujettifFe pas à une fimple 
traduction ; elle ne les auroit pas difpenfé d'avoir recours 
à un grand nombre d'autres Auteurs, foit. pour fuppléer 
à ce qui ne fe trouve pas dans celui-ci, foit pour déve- 
lopper ce qui eft préfenté avec trop de précifion. Mai- 
heureufement ils ne connoitTent pas encore tous leur 
befoins , ils ignorent les Auteurs qui pourroient y fàtis- 
faire, Se ce ieroit une dépenfe incommode à plufîeurs 
que de' les acquérir tous. C'eft pourquoi , deftiné par état 
à ftfciliter l<kude des Mathématiques, j'ai formé le def* 
fein de railembler dans un même volume ce qui me pa- 
lofc néceJaire pour remplir l'intervalle qui fe trouve en- 
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iv PREFACE. 

tre les Élémens d'Arithmétique & de Géométrie & le 

Calcul différentiel. 

Pour exécuter ce projet, après avoir pris pour bafe 
l'Ouvrage de Maclaurin , j'ai emprunté de Newton, Wolf, . 
s'Grave&nde , Saunderfon > 5cc. tout ce qui m'a paru con- 
forme à mes vues, à mérke égal, j'ai toujours fuivi des 
Auteurs étrangers/ans defTein de leur donner aucune pré- 
férence fur ies nôtres, mais feulement pour tranfporter 
dans notre langue ce qui fe trouve de mieux, dans les 
langues étrangères. Comme je ne prétends point me fai- 
re un mérite de cet Ouvrage, je n'ai point atfeclé fans 
nécelîlté de déguifèr ces dirrerens morceaux par un chan- 
gement de ftyle qui auroit été fort aifé. Je prévois qu'en 
voulant éviter un reproche , je m'attirerai celui de n'a- 
voir point fait un tout afTez lié , Se dont les parties foient 
alTez fondues. Mais j'ai crû que la feule liaifon effentielle 
aux parties de mon Ouvrage étoit que chacune dépendît 
des précédentes, & pût s'entendre fans autre lecours. 

Je m'étois d'abord vu forcé à travailler moi-même la 
féconde Section de Ja féconde Partie, fuivant les lumiè- 
res que j'avois pû tirer lur cette matière de Maclaurin , 
Stirling & M. l'Abbé de Gua : mais Ylntroduttion à 
ïanalyfe des infinis , par M. Euler , & Ylntroduttion à 
ïanalyfe des lignes courbes , par M.. Cramer , /n'étant 
tombés alors entre les mains, je crus devoir fupprimer ce 
que j'avois préparé. Les guides que j'avois fuivi , & le pa- 
rallélogramme de Newton, dont j'avois fait ufage, met- 
toient dans mon Ouvrage des traits fi marqués de reften> 
blance avec celui de M. Cramer, qu'on eût pû me re- 
procher de n'avoir fait que déguifèr, & peut-être gâter, 
çe qu'on auroit fuppofé que j'en avois pris. Il me reftoit 
donc à opter duquel de ces deux Ouvrages je prendrois. 
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ouvertement ce dont j'avois befoin. La Méthode de M., 
Cramer étoitplus conforme aux idées que j'avois eues juf- 
qu'alors, mais fon Ouvrage eft en François, Se par con- 
fëquent je n'aurois fait que redonner à mes compatriotes 
ce qu'ils pofledoient déjà ; 1 Introduction à lanaiyfe des 
infinis eft écrite en Latin, elle répond à la haute idée qu'on 
s'eft formé des talens de M. Euler, & mériteroit d'être 
entièrement traduite : mais la dureté du débit des Ouvra- 
ges de cette nature, quoiqu'excellens , fait défefpérer que 
les Libraires veuillent le charger de l'Édition; c'eft pour- 
quoi j'ai pris la liberté d'en emprunter ce qui m'a paru 
convenable à mon but, Se fi j'avois eu cet Ouvrage plu- 
tôt, j'aurois encore profité du premier Livre dans quel- 
ques endroits de la première partie de mon Traité. 

Voilà les principaux Auteurs fur qui doit réjaillir l'hon- 
neur de cet Ouvrage , je ne puis prelque rien m'en appro- 
prier que la peine Se le blâme. Je fçais parfaitement qu'il 
fournit ample matière à la critique, ainii qu'à l'inftruélion ; 
chacun pourra prendre le parti qui flattera fon goût : s'il 
eft critiqué , je m'en inquiéterai fort peu : s'il eft utile, j'erî. 
aurai la feule récompenfe que j'en attends. 

Je me fuis étendu fur les élémens d'Algèbre, la réfolu- 
tion des Problêmes, Se les commencemens de l'applica- 
tion de l'Algèbre à la Géométrie : en un mot , fur ce dont 
l'intelligence eft nécefîaire pour palier outre. Je fuis de- 
venu plus concis dans le refte, parce j'ai évité les répéti- 
tions Se certains détails que j'abandonne au travail dix 
Lecteur. Mais je n'ai pû me difpenfèr de répandre dans^ 
l'Ouvrage bien des chofesqui paroîtront abftraites à ceux, 
qui n'ont pas une certaine facilité , Se peut-être inutiles à: 
ceux qui n'en connoîtront pas Tufage , qui n'aura quek 
quefois lieu que danile Calcul intégral. C'eft pourquoi 
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je confeîlle à ceux qui commenceront l'étude de l'Algè- 
bre dans ce Livre , furtout s'ils n'ont point de fecours , 
de palTer dans une première lecture le troifiéme Chapi- 
tre , le fécond depuis le N 5 . y J. jufqu'à la fin, le ftxiéme 
Se le (eptiéme , Se de s'arrêter au troifiéme Chapitre de 
la féconde Section; Se même, fi les deux derniers Pro- 
blêmes du fécond Chapitre les embaraflènt, Hs pourront 
auffi les remettre à la féconde lecture qu'ils entrepren- 
dront immédiatement après , fans rien omettre. Quand 
ils entendront parfaitement la première Partie, ils ne 
fçauroient manquer, avec de l'étude , de venir à bout de 
la première Section de la féconde. Si le quatrième & le 
fixiéme Chapitres de la féconde fection,caufent quelque 
difficulté, on fe contentera de ce qu'on en pourra com- 
prendre , parce qu'ils ne font pas nécelTaires pour enten- 
dre le refte de l'ouvrage. Ces matières qu'on n'aura en- 
tendues qu'imparfaitement reparoîtront dans le Calcul 
différentiel, les nuages fe dilliperont alors, Se le con- 
cours des lumières des deux calculs achèvera d'éclairer 
parfaitement leur objet commun. 

Je me fiatte qu'avec ce feul Ouvrage on pourra fe palier 
de tout autre fur l'Algèbre commune, Se la manière de 
l'appliquer. Si cependant on avoitla commodité Se la vo- 
lonté de voir d'autres Auteurs, on pourroit, avec fruit , 
diverfifier l'étude de la première Section de la féconde 
Partie, par celle duTraité de M. le Marquis de l'Hôpital 
fur les Sections coniques Se la réfolution des Problèmes, 
Se accompagner l'étude de la féconde Section de celle 
de l'Introduction à l'analyfe des lignes courbes par M. 
Cramer; on les entendra alors facilement, Se ils fup- 
pléeront amplement aux détails que mon Ouvrage laiP- 
£bca à délirer à certains Lecteurs. • 
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PRÉM1 ERE PARTIE. 

Qui contient, les principes de l'Algèbre, la réfolution des 
Problêmes du premier & du fécond degré, & l'applica- 
tion de cette Science à la Géométrie Elémentaire. 
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Des opérations fondamentales de î Algèbre. 



CHAPITRE PREMIER 





Introduction. 

les notions préliminaires. 

'Algèbre cft une Méthode générale pour 
tout ce qui eft fufceptible de quelque détermination 
régulière : c'eft une Arithmétique univcrfellc. Je ne 
1 fcaurois pieux développer l'idée qu'on doit s'en for- 
mer , qu'en la comparant avec l'Arithmétique ôc la Géométrie, 
^Sciences dont je fippofe que îs Lefteur eft inftruit. 

A 
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2. Traite' d'Algèbre. 

2. L'Arithmétique 6c l'Algèbre font fondées fur les mêmes prin- 
cipes , 6c procèdent par le moyen des mêmes règles ôc des mê- 
mes opérations fondamentales , mais l'Arithmétique ordinaire no 
traite que des nombres ôc de leurs rapports ; l'Algèbre embraflb 
tout ce qui eft quantité, ou rapport de quantité , c'eft-à-dire , tout 
ce qui peut être conçu comme plus grand ou plus petit, comme 
les nombres , les figures Géométriques , le temps , le mouvement , 
la matière , ôcc. ôc les rapports de ces chofes. 

' L'Aridmiétique fait .ufage dans fes opérations de caractères dé- 
terminés, qu'on appelle chiffres ; l'Algèbre fe Lert de caractères in- 
déterminés , Ôc a adopté par préférence les lettres de l'Alphabet,; 
parce que tout le monde les lçait lire ôc écrire. 

Cette fignification vague ôc indéterminée qu'on attribue aux ca- 
ractères Algébriques, fait quelque peine aux Commençant; leur 
imagination ne fe trouve point aflez fixée, ôc ils font inquiets des 
moyens de deviner ce que peut fignifier dans chaque cas particu- 
lier , ce qui, par foi-même, ne fignifie rien. Mais qu'ils fanent at- 
tention que fes chiffres eux-mêmes ne défignent, par leur nature , 
aucun objet déterminé > car le même nombre peut indifféremment 
repréfenter des hommes, ou des heures, ou' des toifes, ou des 
livres, ôcc. ôc dans l'Algèbre, comme dans l'Arithmétique, on 
peut, en commençant chaquc^G^ratioa^o^vctrir de ce qu'on 
veut exprimer pïr les caractères qyôn -employé. L'Arithmétique 
a fur l'Algèbre t'avantage d'être utile à un plus grand nombre de 
perfonnes i l'Algèbre a ceux d'opérer, même fur les quantités in- 
connues , de 'donner des folutions générales , ôc de réfoudre uner 
infinité de Problêmes où l'Arithmétique vulgaire n'auroit point de 
prifev 

• 3. Quelque oppoittion qu'il y ait entre l'Algèbre ôc la Géomé- 
trie , le tableau qui réfukera de ce contrafte n'en fera que plus in- 
téreffant. L'une ôc l'autre découvre les propriétés des lignes Ôc des 
figures, mais leurs marches ôc leurs routes font différentes : la Géo- 
métrie part des vérités connues Ôc s élevé par degrés jufqu aux in- 
connues; f Algèbre fe mnfp^rt^ tant ^..^- ^irrrati mili*» n du labi- 
rinthe des inconnues , ôc guidée par le fil de l'analyfe revient fur 
le terrain des vérités connues ; la Géométrie repréfente les lignes 
par des lignes , les triangles par des triangles , ôc les autres figures 
par des figures de même efpece ; mais l'Algèbre repréfente les 
quantités par les lettres de l'Alphabet accompagnées de certains 
lignes inventés pour exprimer leurs affedions $ relations ôc dépen- 
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lances. Les repréfentation s de la Géométrie font naturelles, cel- 
les de l'Algèbre font arbitraires : les premières reflémblent à la 
première écriture des hommes qui traçaient la reflemblance des 
objets; les dernières reflémblent à l'écriture préfente. Ainli l'évi- 
dence de la Géométrie eft plus (impie & plus frappante; mais l'u- 
fage de l'Algèbre eft plus étendu, ôc fouventplus expéditif: furtout 
depuis que cette Science a été fi fort enrichie par les découvertes 
modernes. 

4. L'Algèbre ne le borne pas à la grandeur des quantités , elle 
traite de tous leurs rapports & de toutes leurs affections, qui peu- 
vent être foumifes à quelque règle, ou à quelque efpece de cal- 
cul; ainfi, outre les lettres de l'Alphabet qui défignent les quan- 
tités , il a fallu imaginer certains lignes pour exprimer ces rap- 
ports & ces affections, auffi-bien que pour indiquer les opéra- 
tions qu'on ne peut, ou qu'on ne veut pas faire effectivement. Les 
plus ufités font les fuivans : 

Le ligne •+- marque l'Addition , on le nomme plus : ainfi a -h b 
lignifie a plus b , ou a ajouté à b, • 

Le figne — marque la Souftraction : a — b , fignifie a moins b , 
ou a dont on fouftrait b. . 

Les François fe fervent communément du figne x pour défigner 
la Multiplication : par a x b ils entendent a multiplié par b; plu- 
iîeurs Auteurs écrivent la même chofe de cette manière a(')b, ou 
de cette autre a • b. 

La divifion indiquée s'écrit ordinairement comme une fra&ion : 

par exemple , -g- veut dire a divifé par b , ce que quelques Au- 

teûrs défignent des manières fuivantes, a (:) b , ou a : b , ou a -f- b. 

On fe fert du figne = pour faire entendre que les quantités qui 
le précédent .font égales à celles qui le fuivent. Ainfi x = b figni- 
fie que x eft égal à b : de même x -\-y == -|- fignifie x plus y 

égal à a divifé par b. 

Four marquer l'inégalité on employé le figne > ou <: de for- 
te que la pointe fe trouve du côté de la moindre quantité, & pat 
conféquent l'ouverture du côté de la plus grande ;c'eit-à-dire,,qu© 
a > b fignifie a plus grand que b , & a <*b défigne que a eft moin- 
dre que b. 

Quand on fera ufage de quelqu'autre figne , on aura foin de l'ex- 
pliquer. p V 
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f . On appelle quantités pofttives , ou affirmatives , celles qui font 
précédées du ligne -+- , ôc négatives, celles qui font précédées du 
ligne — . 

Pour avoir une idée nette Ôc exaéle de ces deux efpeces de quan- 
tités , il faut remarquer que toute quantité peut entrer dans un cal- 
cul Algébrique , comme ajoutée , ou comme fouftraite , c'eft-à- 
dire , comme augmentation , ou comme diminution^ or l'oppofi- 
tion qui fe trouve entre l'augmentation & la diminution , a lieu 
dans la comparaifon des quantités : par exemple, entre la valeur de 
l'argent du à un homme, ôc celle de l'argent qu'il doit; entre une 
ligne titée à droite , Ôc ync Hghe tirée à gauche ; entre l'élévation 
fUr l'horizon , ôc l'abbaiffement au- deffbus. Ainfi la quantité néga- 
tive , bien-loin d'être rigoureufemem moindre que rien , n'eft pas 
moins réelle dans fon efpece que la quantité pofitive , mais elle 
eft prife dans un fens oppofé; d'où il fuit qu'une quantité confidé- 
rée feule ne fçauroit être négative , qu'elle ne l'eft que par compa- 
raifon , Ôc que quand la quantité qu'on appelle pofitive , n'en a 
point d'autre qui lui foir oppose , on n'en fçauroit fouftraire une 
plus grande : par exemple ,, il feroit abfurde de vouloir fouftraire 
une plus grande quantité de matière d'une plus petite. 

6. Oh dit qu'une quantité a autant de termes qu'elle a de par- 
ties jointes par les /ignés -+- ou — . Celle j}ui ne -contient qu'un 
terme , s'appelle monôme , ^celle qûi'en contient deux, s'appelle 
binôme , celle qui en contient trois , s'appelle trinôme , ôc en gé- 
néral toute quantité qui contient plufieurs termes, eft dite com- 
plexe , ou polinome. 

7. Quand le premier terme d'une quantité n'eft précédé d'aucun 
figne ,il eft fuppôfé avoir le figne 

8. On appelle Cocfficiens les chiffres qui font à la tête de chaque 
terme; ôc ceux qui n'en orit point, font cenfés avoir l'unité pour 
coefficient. . 

«. Les termes femblables font ceux qui contiennent les mêmes 
lettres également repétées, de forte que la différence des lignes, 
ou des coëfficiej^n'ejT^^ fembla- 
bles ; ainft ^J~F$ï 4 b fontdes termes femblables , mais a Ôc 
-h a a ne le font pas. 
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CHAPITRE IL 

Des quatre opérations fur les entiers. 
ADDITION. 
Règle. 

to. i°. O I les termes font femblables : il faut prendre la fbmme 
^ des coëfficiens , fi les fignes font les mêmes ; ôc leur 
différence avec le figne du plus grand coefficient , fi les fignes 
font différens. 

2°. Si les termes ne font pas femblables : il faut les écrire de 
fuite avec les fignes qu'ils avoient, ou étoient fuppofés avoir. 

4 Exemples, 



— 4* — 



$a -*-*c — 3d — | 40+4*+'^ — 4* — ^-f-3« 

La vérité du premier cas de cette règle eft fondée fur l'addition 
Aritmétique; car quelque chofe que fignifie a , $ a -h 4 a font p a : 
par exemple , fi a fignifie toile , cinq toifes , plus quatre toifes, font 
neuf toifes^De même, quelque chofe que fignifie c, 6 c — 2 c 
font 4 c , Ôcc. 

Le fécond cas de la règle eft de pure convention ; c eft-à-dire , 
qu'on eft convenu qu'ayant écrit de fuite les termes avec les fignes 
oui leur conviennent, ils feroient cenfés ajoutés; on eft obligé de Ce 
tervir de cette efpece d'addition , qui n'eft qu'indiquée , parce que 
la fomme ( par exemple ) de deux lettres ne peut être exprimée 
par une troiiiéme , fans multiplier extrêmement le nombre des ca- 
ractères, ce qu'on a voulu éviter. 

SOUSTRACTION.» 
Règle. 

il. Après avoir changé les fignes de la quantité qui doit êtré 
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Traite* d'Algèbre; 
fouftraîte ; il faut faire la même chofe que dans l'addition (N e . 10 ). 

Démonstration. 

Souftraire une quantité d'une autre, c'eft la même chofe que de 
lui en ajouter une d'une efpece oppofée : or en changeant les lignes 
de la quantité fouftraite on la rend d'une efpece oppofée ( I\° j ) ; 
donc l'ajoutant enfuite , on en ajoute une d'une efpece oppofée. ' 

En effet, foit a — b à fouftraire de .y -V-y : je fouflrais d'abord 
a ôc j'ai x -+-y — a ; mais je remarque que j'ai trop foultrait 
de la quantité b y car ce n'étoit point a tout entier , mais a — b 
qu'il falloit fouftraire , il faut donc augmenter le refte de la quan-: 
tité b , en l'écrivant avec le ligne 



Exemples. 



de 4 -H à de % a — jfH-pi 

fouftr. c — g — h \ fouftr. 6 a — Se — 7 d 



refte a-\- d — f + ^ + A | refte 2 a -+■ 3 c xi-if d 



de p * -f- 1 ^ r — . 7 ^ 8 ^ — / 

fouftr* . 6b-i-2oc — 9 d — & c 



relre 3 b ~~fc 4- nd+iic — 8/ 

MULTIPLICATION. 

# 1 2. Il y a trois règles à obferver pour la Multiplication Àlgébri* 
que : celle des lignes , celle des coefficiens ôc celle des*iettres. 

Règle des fignes. 

13, Quand le terme du multiplicateur ale.figne -H, on con- 
ferve à fon. produit les fignes du multiplicande , & quand il a le Ci- 
gne — , on change dans le produit tous les lignes -des termes du 
multiphcandc\_____ — ■ — — ■ — — " 

DemonjïratiorÛ' i°. Quand le terme du multiplicateur eft pofitif 
on prend le multiplicande pofitivement , c'eft-à-dire tel qu'il eft, 
autant de fois qu'iky a d'unités dans le terme du multiplicateur. 

2 0 . Quand le terme du multiplicateur eft négatif, on prend tous 
les termes du multiplicande négativement autant de fois qu'il y a 
d'unités dans le terme du multiplicateur. 



I. Part. Sect. & f 

, Régie des coefficient 

14. Les coefficîens étant des nombres , il faut multiplier ceux 
du multiplicande par ceux du multiplicateur > fuivant les règles 
de la Multiplication Arithmétique. 

Règle des lettres. 

1 J. Il faut les écrire de fuite comme fi on en vouloit faire un mot. 
Et quoique l'arrangement différent qu'on peut leur donner , ne 
change point la valeur du produit > parce que la valeur des lettres 
ne dépend point , comme celle des chiffres , du rang qu elles oc- 
cupent, cependant il eft bon pour plus grande netteté de les ranger 
fuivant l'ordre alphabétique. 

Cette régie ne fe démontre pas , parce qu'elle n'eft que de con* 
vention. 

Règle générale. 

On prend fuccemVement chaque terme du multiplicateur , pat 
lequel on multiplie tous les termes du multiplicande » félon les trois 
xegles précédantes; & après avoir trouvé tous les produits partiaux a 
©n en tait l'addition. 

Exemples fimplesi 
axa = aa. 2bxsb = 6bb. 3 ax — 2 b==~-'6 ab< 



Exemples compojes. 



aa — 3& 






par 4a-*-sb 


ê 


par a — b 


Zaa — 12 ab 




aaa^aab -h ab b 


~~~r~ 1 « •' • 


—l$bb 


-*-aab — ab b — bbb 


forru Saa — %ab> 


— iSbb 

m 


fomme a a a . . . . 0 . . .. . 0 — bbb 



l*+*b—sd. 
par 2 a — 3 b — ^d 



6 aa-t-$ ab — ioad 

— $ab —I2bb-+*i$bd 

—-12 ad — 16 b d 20 dd 



(Saa — ab— 22 ad— 12 bb — bd-t-2odd 



3 Traite' d' Algèbre. 

1 6. Pour éVlaircir davantage la règle des lignes , qui'err la feule 
qui puilfe caufer quelque embarras dans cette opération , foit 

, a — b x c — à: je multiplie d'abord a — b par c , 6c j'ai au pro- 

duit a c — a b, ce qui ne fouffre aucune difficulté , puifque je ne 
fais que prendre M quantité pofitive a, & la quantité négative b , 
X* autant de fois qu'il y a d'unités dans c ; or le produit a c — b c eft 

trop grand , puifque je n'avois point à multiplier par c tout entier , 
mais feulement par c — d , il faut donc, du produit trouve, fouf- 
traire le produit du multiplicande par à; or pour fouftraire , il faut 
changer les fignes de la quantité fouftraite ; donc en multipliant par 
■ — d, il faudra changer au produit tous les lignes du multiplicande, 

& par conféquent a — bxc — d = ac — bc — ad-hbd. 

On pourroit de là déduire la règle des lignes telle qu'on a coutu- 
me de l'énoncer , qui eft que les fignes femblables dans les termes 
du multiplicateur & du multiplicande donnent -+- au produit , & les 
fignes dijjèrens donnent — . Nous avons évité cette manière de pré- 
fenter la règle , pour épargner aux Commençons lcxprefliojji révol- 
tante — par — donne -4- , qui eft cependant une conféquence né- 
ceffaire de la règle : on peut , comme nous avons fait , la déguifer , 
mais non l'anéantir ou la contredire i le Lecteur , fans s'en apper- 
cevoir, en a obfervé tout le fens dans les exeraples préçédens ; fa- 
miliarisé avec la chofe > p^tmoir-ii encore s'effaroucher des mots ? 
s'il lui refte là - deffus quelque fcrupule , qu'il fâffe attention à la 
démonftration fuivante qui attaque directement la difficulté. 

-h a — a — o , ainfi par quelque quantité qu'on multiplie a — a, 
le produit doit être o : fi je le multiplie par w, j'aurai pour le pre- 
mier terme -r-na, donc j'aurai pour le fécond — na } puifquil faut 
que les deux termes fe détruifent. Donc les fignes différens don- 
nent — au produit. Si je multiplie -f- a — a par — n , par le cas pré- 
cèdent, j'aurai — na pour premier terme ; donc j'aurai + »o PQur 
fécond, puifquil faut toujoursNque les deux termes fe détruilent; 
donc — • mukiplié par — donne -+- au produit. 

17. Au lieu d'écrire plus i eurs {™JajQ&Ême4+ni~~ t ** n *l2 même 
terme , on ne l'écrit qu'une fculeloîs , 6c on met! fa droite , un peu 
en haut, le chiffre qui exprime le nombre de fois qu'elle eût du 
être écrite ; ainfi a 1 =aa.ai=aaa,aib 1 = aaabb, &c. ce 
chiffre s'appelle expo faut; il diffère du coefficient , en ce que celui- 
ci indique l'addition , 6c l'autre indique la multiplication i car 
2 4 :=«-*- a ÔC* 1 = ax a, 

DIVISION. 



Digitizedby Google 



« 



I. Part. S e *c t. I. $ 
DIVISION. 

'18. Quand la divifion eft compefcc,il faut commencer par en 
ordonner les termes s'ils ne le font pas, ceft-à-dire, les difpofer 
tant dans le dividende que dans le divifeur, fuivant les plus hauts 
expofans d'une lettre commune à l'un & à l'autre, enfuite il faut 
cbferver les règles fuivantes. 

Règle des fignes, 

ip. Quand le terme par lequel on divife a le figne H-, il faut 
conferver au quotient le ligne du terme divifé , Ôc quand le terme 
du divifeur a le ligne — , il faut changer au quotient celui du di- 
vidende; ou, les fignes femblables donnent-*-, ôc les différens don- 
nent — . 

t II eft facile de fentir la vérité de cette règle , en faifant atten- 
tion que la divifion détruit ce que la multiplication a fait, & qu'en 
multipliant le divifeur par le quotient on doit retrouver le divi- 
dende ; car regardant le divifeur comme ayant été le multiplica- 
teur, le quotient comme le multiplicande, ôc le dividende com- 
me le produit : on a vu dans la multiplication , que quand le terme 
du multiplicateur a le figne on ne doit point enanger au pro- 
duit le figne du multiplicande ; donc quand le divifeur a le figne «+• 
on ne doit pointehanger au quotient celui du dividende ; mais quand 
le multiplicateur avoit le ligne — , on changeoit au produit les fi- 
gnes du multiplicande; donc quand le divilcur a le figne — , 0:1 
" doit changer au quotient ceux du dividende , pour retrouver, apres 
la divifion , les mêmes fignes qu'on avoit avant la multiplication. 

Règle des coëfficiens. 

20. Il faut divifer les coëfficiens du dividende par ceux du di- 
yifeur, comme en Arithmétique. 

Règle des lettres. 

21. Il faut ôter du dividende les lettres qui fe trouvent dans le 
divifeur, ôc n'écrire au quotient que celles qui ne s'y trouvent pas ; 
c'eft l'opération contraire de celle de la multiplication ( N° 1 7 ). 

2 . Quand la divifion ne peut pas fe faire effectivement, ceft- 
à-dire , quand les lettres du divifeur ne fe trouvent pas dans le di- 

B 



Digitized by Google 



lO TUITE* D'AlGEBU. 

vidende , on fe contente d'indiquer l'opération en écrivant les 
quantités en forme de fraftion dont le dividende eft le numéra- 
teur, ôc le divifeur le dénominateur. Si , par exemple , il eit quei- 
tion de divifer ab par r, la lettre c ne fe trouvant pas dans le di- 
vidende , a b, on indiquera la divifion en cette forte J~ , ou a * : f . 

Exemples de divifion Jimph. 

±ï-cuab:a=b. ~ = * L 

Mais ~ = 1 ; parce qu'une quantité, telle qu elle foit, divifée 

par elle-même , donne toujours i au quotient. 

2 3. Si la divifion eft compofée , on divife fucceffivement les ter- 
mes du dividende par le premier terme du divifeur , en obfervant 
les trois règles preferites ( N° ao. 21. 22. ) : on multiplie tout le. 
divifeur par chaque terme du quotient trouvé de cette manière , 
& on fouftrait du dividende le produit de cette multiplication ; en- 
fuite pour trouver un fécond terme au quotient, on recommence 
a opérer de la même manière fur le refte du dividende ; ôc toujours 
ainii iufqu'à ce qu'il n'y ait plus de refte dans le dividende , s il ett 
poffible. S'il y a un refte qui ne fe puMe plus divifer, on 1 écrit pour 
numérateur d'une fraQion, dont.fe divifeur eft le dénominateur. 

Exemple. 

Dividende. : «3 + ^^-3-1^ + ^ 

— a*b 



Divifeur a — b | Quotient . . . g'+aar-^: 



— •*- 



o 2 a 1 c — 5 a b c 
i* ç^±^jt. b c 
o — a b c •+* b x c 
-h abc — b 1 c 
o o 



$oit <tf — a*b 2 a 1 c — 3 a b c ■+- b x 'c à divifer pal a -= f 



». 
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Je commence par divifer ai , premier terme du dividende , par a , 
premier terme du divifeur, en obfervant les trois règles prelcrites. 

Et i°.le figne du divifeur étant -+- je conferve au quotient celui 
du dividende, qui eft auflî -+-, ôc comme il s'agit du premier ter- 
me du quotient , je n'écris point le ligne ; le premier terme du di- 
vidende , ôc celui du divifeur, n'ayant point de coefficient exprimé, 
font cenfés l'un & l'autre avoir i pour coefficient , ôc parce que i 
divifé par i donne i au quotient, je ne l'écris point; ôc comme 
A3 = a a a , j'en ôte a qui eft le terme du divifeur , ôc j'ai a a = a % 
au quotient; ayant trouvé , de cette manière, un terme au quotient 
je multiplie tout le divifeur par ce terme , yôc j'écris ce produit 
lbus le dividende avec les fignes contraires de ceux qu'il devroit 
avoir, parce qu'il doit en être lbuftrait; c'eft-à-dire,que j'écris 
fous le dividende — aï a 1 b , Ôc fàifant la réduction , je trouve 
dans le dividende -H a? — <* x £qui font détruits par ce produit. Je 
prends enfuite — 2a l c-hi ab c termes fuivans du dividende , fur 
fefquels je continue l'opération , commençant toujours à divifer 
par a, premier terme du divifeur* qui ayant le figne H- je con- 
ferve encore au quotient celui du terme du dividende , ôc je l'é- 
cris; le terme du dividende a 2 pour coefficient, ôc celui du divi- 
feur eft cenfé avoir .1 , sûxifi je dis dans 2 combien de fois 1 , ôc 
comme il y eft deux fois, j'écris 2 au ouotient; ôc ôtant a terme 
du divifeur, de a x c terme du dividende, j'ai ae, que j'écris au 
au quotient ; je multiplie le divifeur a *— b par 2 a c , j'écris avec 
les lignes contraires le produit, je fais la réduction, & j'ai pour 
refte — a b c à côté duquel j'abbaifle -H b 1 c dernier terme du di- 
vidende , ôc je continue à divifer ; à caufe du figne pofitif du di- 
vifeur ; je conferve le figne — au quotient ; ôtant a de abc, j'ai b c ; 
je multiplie le divifeur par — bc,)t fouftrais le produit, ôc il ne 

refte rien. A _ . 

Autres Exemples, 

Dividende. 12 a 1 y* — 9 a y* — 8 a* y* + 6 ay- 
Divifeur. +ay — 3 y. j Quotient. 5 ay 1 — 2 a y 

— 1 2 a z yi H- 9 a yi 
o o 

~-2a*y* + 6ay* 
H-8a\y 2 — -6ay* 
o o 

Bij 
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Dividende, p *♦-+-! 2**3 — 4^3* — a *. 



Divifeur. 3 ** — a\ Quotient. 3 x x -+- ^ax-t-a 1 . 



o 12 axi + 5<j 1 x 1 -4 *3 x — a* 

o o 
•4- 3 a 5 x 1 — a* 
— $ a- x- H- a* 
o o 



Dividende, a* — M 
Divifeur. . * a — b 



Quotient, aï H- a'- b -H <j Z» 1 -+■ 



— H- ^3 b 
o ■+■ #3 
*— ai b -f- û l b 1 

O -+-ab> 

^abi + b* 

o o 

On peut faire La preuve de cette opération par la Multiplication; 

Axiome. Si à des quantités égales on ajoute des quantités égales, 
Ç\ de quantités égales on retranche des quantités égales, fi on mul- 
tiplie , ou fi on divife des quantités égales par des quantités éga- 
les, l'égalité fubfifte. 




Des divifeur s & des Multiples. 



24* ^ I une moindre quantité mefure fàns refte une plus grande y 
^ comme %-a meiure jo a, la moindre cft partie Aliquote 
de la plus grande , 6c celle-ci eft multiple de la moindre. Dans ce 



t 
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cas , la plus petite des deux quantités eft leur plus grande com- 
mune mefure ; car, comme elle mefure la plus grande , elle fe me- 
fure aufli elle-même, ôc ne fçauroit leue par aucune quantité plus 
grande qu'elle-même. 

2$ + Lorfqu'une troifiéme quantité en mefure deux autres, com- 
me ia mefure 6a ôc ioa, on l'appelle commune mefure de ces 
quantités, ôc s'il n'y en a point de plus grande qui puifle les me- 
furer exactement, elle eft leur plus grande commune mefure. . 

26. On appelle commenfurablcs des quantités qui ont quel- 
que mefure commune de quelque efpcce que ce foit ; mais s'il 
ne fe trouve aucune quantité qui puifTe mefurer l'une ôc l'autre , on 
les appelle incommenfurables. 

27. Lorfqu'une quantité eft commenfurabîc, toutes celles qui 
ont quelque mefure commune avec elle le font aufli : mais celles 
qui n.en ont point font incommenfurables. 

28. Toute commune mefure x de deux quantités a ôc b mefure 
aufli leur lbmme, ou leur différence a±z.b. 

Car foit m le quotient de n celui de -~ ; donc a — m x «2c 

b — n x ; donc a ±l b = m x ±in x = m ±l n x x. * 

2p. 11 eft évident cjuc fi x mefure une quantité, il mefure aufli 
tout multiple de cette quantité. 

3 o. Si b eft contenu dans a autant de fois qu'il y a d'unités dans m , 
ôc qu'il y ait un refte c , toute quantité qui mefurera a ôc b , mefurera 
aufli le refte c ; car, par la fuppofition, <j = w£-+- c , donc a — m b 
— c. Otx mefure b , donc il inclure m b qui en eft multiple ; donc 
il mefure a — m b ; donc il mefure c = a — m b. Si ce refte c eft 
contenu dans b autant de fois qu'il y a d'unités dans n , ôc qu'il y 
ait un deuxième refte ^de forte que b = nc-ï-d,&.b — nc = d, 
x mefurera aufli â} car il eft fuppofé mefurer b , on a prouvé qu'il 
mefure c, ôc par conféquent ne , ôc b — nc = d. Ainfi puifque 
fouftrayant b de a aufapt qu'il eft polfible, le refte c eft mefuré par 
x ; ôc fouftrayant c de b , autant qu'il eft pofliblc , le refte d eft aufli 
mefuré par x ; par la même raifon fi vous fouftrayez d de c aufli 
fouvent qu'il eft pofîible , le refte , s'il y en a , fera toujours mefuré 
par .v ôc fi vous continuez ainfi à fouftraire chaque refte du précé- 
dent jùfqu a ce qu'il n'y ait plus de refte ; chaque refte fera mefuré 
par x commune mefure de a ôc b. 

* On tire cette ligne au-deflu s de m±T», pour faire voir r x ue ce n'eft pas fimpUment n i 
mais le binôme w-t- » <jui doit être multiplié par x, 

T> ••• 
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ji. Le dernier de ces reftes , qui mefure exa&ementle précé- 
dent , fera la commune mefure de a ôc de b : fuppofons que ce 
foit à y ôc qu'il mefure c par les unités qui font en r ; donc c = rd: 
de plus , nous avons a — mb-\-c;b — nc-+-d; mais puifque à 
mefure c , il mefure auffi ne, ôc par conféquent n c ■+- d = b : fie 
puifqu'il mefure £ ôc c, il mefure m b -t- c — a; de forte qu'il eft 
mefure commune entre a &L b. Je dis , de plus , qu'il eft la plus 
grande; car toute mefure commune , entre a & b , doit mefurer 
comme il a été prouvé : or le plus grand nombre qui mefure d , 
c'eft lui-même ; donc il eft la plus grande commune mefure en- 
tre a ôc b. Mais fi on ne peut jamais parvenir à un refte qui mefure 
exa&ement le précédent, c'eft une preuve que les quantités font 
mcommenfurables ; car s'il y avoit quelque commune mefure com- 
me x , elle mefureroftnéceflairementtous les reftes c , d,&ic. car elle 
mefureroit a — m b = c , ôc par conféquent b — n c = d , êc ainfi 
de fuite ; mais ces reftes décroiffent de manière qu'il deviennent 
à la fin moindres que x, ou toute autre quantité aflignable; car 
il faut que c foit moindre que 7 a, parce que c eft moindre que b , 
ôc par conféquent moindre que m b ; donc il eft moindre que • 
i c ± b m = 7 a , de même d fera moindre que 7 b , car il eft 
moindre que c, ôc par conféquent moindre que ±d-i-[nc — ~b. 
On prouvera de même , que le troifiéme refte eft moindre que T c 
qui eft lui-même moindre que — a : ainfi ces reftes décroiflent de 
manière que chacun eft moindre que la moitié* de l'avant dernier. 
Mais lî d une quantité on retranche plus de la moitié , Ce du refte 
encore plus de la moitié , ôc qu'on continue toujours ainfi , on par- 
viendra enfin à un refte moindre que toute quantité aflignable. Il 
s'enfuit donc que les reftes c, d, ôcc. à l'infini deviendront enfin 
moindres que toute quantité afllgnable, comme *, qui par confé- 
quent ne pourra les mefurer, ni être commune mefure entre a ôc b. 

Dans le calcul la plus grande mefure commune s'appeHe le plus 
grand commun divifeur. • * 

Trouver le plus grand commun divifeur de plufieurs quantités» 

Solution. 

3 2. Il faut diviièr la plus grande par la plus petite 9 ôc fi la divî- 
fion fe fait fans refte, la plus petite eft le plus grand commun di- 
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vifeur; mais fi cette première divifion laiflTc un relie, la quantité 
qui avoit fervi de divifeur dans la première opération devient di- 
vidende dans la deuxième , ôc le refte y fert de divifeur ; & toujours 
ainii le divifeur & le refte de l'opération précédente fervent de di- 
vidente & de divifeur dans l'opération fuivante , jufqu a ce que la 
divifion fe faffe exa&ement : le divifeur de la divifion exacte 
eft le plus grand commun divifeur des deux quantités propofecs 
(N°. 30. }!•)• 

Si dft cherchoit le plus grand commun divifeur de trois quanti- 
tés, on le chercheroit d'abord pour deux ; enfuite on chercheroit le 
plus grand divifeur commun de la troifiéme ôc du divifeur des deux 
premières , ôc le fécond feroit le plus grand commun divifeur des 
trois quantités propofées : s'il y avoit quatre quantités , on cherche- 
roit le plus grand commun divifeur de la quatrième ôc du plus grand 
divifeur commun des trois autres , ôc ainfi de fuite. 

Ces règles fuftifent pour les nombres, mais pour les quantités 
algébriques, il faut de plus, 

S J. i°. Ordonner les termes du divende ôc du divifeur. 

2°. Examiner fi tous les termes du dividende ôc du divifeur peu- 
vent être divifés par quelque monôme commun; fi cela eft, après 
les avoir divifé , il faut mettre ce divifeur à part, pour en multiplier 
le divifeur commun à la<én de l'opération. 

3 0 . Il faut divifer, s'il eft poflîble, chaque polinome par les quanti- 
tés qui peuvent divifer exa&cmcnt fon premier terme, ôc négliger 
ce divifeur, à moins qu'il ne fort le même dans les deux polinomes. 

4°. Si le coefficient du premier terme du divifeur ne peut divi- 
fer au jufte celui du premier terme du dividende , il faut multiplier 
le dividende par la quantité qui empêche qu'on nepuifle faire cette 
divifion , ou afin de rendre le coefficient moins compofé , on cher- 
che le plus grand commun divifeur des deux coërTicicns , on divife 
le fécond par ce divifeur , ôc on ne multiplie le premier quo par le 
quotient de cette divifion. 

Les deux dernières remarques font fondées fur ce que , multi- 
pliant ou divifant l'un des deux polinomes par quelque quantité 
qui ne foit point divifeur exa£t de l'autre, on ne change point leur 
ciivifeur commun. 

Exemple premitr. 



ie change poin 



a> H- b à a b- d 

— b b a — b d- — d l a 1 



& a> d a 1 — b' a — b 3 - d. 



1 6* Traite' d'Algèbre. 

i°. On divife la première par la féconde , on a pour quotient i 
qu'on néglige , & pour relie 

— d a- -{-b d a -\- 2 b~ d — d'-a — b à- 

Ôc comme tous les termes fe peuvent divifer par fi, on les divife, 
ôc l'on a 

— à 1 -H b a -+- a b- — da — bd. 

2°. On divife le premier divifeur par cette quantité, & on^trouve 
au quotient — a qu'on néglige & pour refte 

ba- ~±~b r a — b 1 d — bda 

qui étant divifé pat b donne 

a 1 -4- b a — bd — d a. 

3°. Je divife le dernier divifeur par ce refte , ôc j'ai au quotient 
j — i & pour refte 

2^+2^" — 2d a — 2 b d. 

4°. Je divife cette quantité par 2b — 2d, le quotients -V- b 
fert de div ifeur dans l'opération fuivante qui ne laine aucun refte , 
ôc par conféquent a •+• b eft le plus grand commun divifeur. 

..." 
Exemple deuxième. 

cC-fh + a*f*+ahdg — d l g* ÔC a 1 Z; 1 afdg — d*g> -+» a'-fb: 
Je divife le premier terme de l'une des deux quantités par le 
premier terme de l'autre, ôc trouvant au quotient -J-, je mul- 
tiplie la première quantité par h , après quoi je trouve au quo- 
tient / ôc j'ai pour refte 

afcdg — d*g* h — afdg d* g'-f 

ôc ayant divife tout par dg, j'ai 

a h z — dg h — a fi -4- dg f 
laquelle quantité étant 4mfée-par h —f eft réduite à la fuivante , 

ah~+- a f — d g 

qui divife exactement le divifeur de la première divifion , Ôc par 
conféquent eft le plus grand commun divifeur cherché. ^ ^ 
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Exemple troisième, 

aàc — dcb agc — bge 

afc—fbc agd — bgd 

add — bàà aie — b le 

adf—bdf ald — btd 

• 

Je remarque que le divifeur peut être réduit , parce que l'un 
ftt l'autre terme eft divifible par gc-\-gd-t-lc-\-ld\ le quo- 
tient a — b 9 quoiqu'il divife exactement la première quantité, 
n'eft pas cependant le plus grand commun divifeur; & on n'a ja- 
mais le plus grand divifeur, lorfque la quantité qui réduit le di- 
vifeur peut divifer le dividende , ou avoir avec lui un divifeur 
commun ; parce qu'elle eft alors divifeur commun , ou contient 
Un divifeur commun de l'un & de l'autre. Je cherche donc lï 
gc-+-gd-i-le-+-ld a un divifeur commun avec le dividende , 
& je découvre c ■+• d > par lequel je divife ce dividende que je 
réduis à 

ad — bd + af—bf 

Et comme j'avois déjà réduit le divifeur à la Quantité a — b , 
qui divife fans refte cette dernierc quantité , je multiplie a — b par 
c-hrf,ôcle produit a c -+■ ad — bc — bdeft le plus grand commun 
«Jivifeur. 

PROBLEME. 

t. Trouver tous les divifeur s d* une quantité. 

Solution. 

54. Divifez la quantité par fon moindre divifeur qui furpafle 
l'unité , & le quotient de cette première divifion aufïi par fon moin- 
dre divifeur ; ôc procédez ainfi jufqu a ce que vous ayez un quo- 
tient qui ne foit divifible que par 1 unité. Ce dernier quotient, ôc 
Jes divifeurs font les divifeurs limples de la quantité donnée ; ôc les 

1rs fimples pris deux à deux , trois à trois, quatre 



produits des divifeurs fimples pris deux à deux , trois à trois , quatre 
à quatre , ôcc. en font les divifeurs compofés. 

Pour trouver tous les divifeurs de 60 , je divife 60 par 2 , le quo- 
tient 50 par 2 , le quotient 1 j par 3 , Ôc le quotient $" , quj n'eft di- 
vifible que par l'unité, eft le dernier divifeur fimple. 
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Tous les divifeurs de 60 font • 
JDivifeurs fimples 2 , 2 , 3 , f, 
Produits des divifeurs pris deux à deux 4,6,10, r^.] 
Produits des divifeurs pris tiois à trois 12 , 20 , 50. 

Produit des quatre 6o. 

De même tous les divifeurs de 90 font, 

Divifeurs fimples 2, j , 3, f. 

Produits des divifeurs pris deux à deux <5, p , 10, if* 
Produits des divifeurs pris trois à trois 18, 30, 4J. 

Produit des quatre ......... po. 

Tous les divifeuis de ab b font r 

Divifeurs fimples . . . .• 3 , 7, a, b , b; 

Produits des divifeurs pris deux à deux 21,3 a, 3 b ,7 a, 7 b,ab, bli 
Produits des divifeurs pris trois à trois 2,1a, 21b , ^ab^ab y 
3 bb , 7 £ £ , a £ 

Produits des divifeurs pris quatre à quatre 21 4 £ , 21 b b$ 

$ab b , 7 abb. 

Produit des cinq • i 21 ab b* 

3J. L'unité eft commune meiure entre tous les nombres entiers £ 
ôc on appelle premiers entr'eux les nombres qui n'ont pas de plus 
grande commune mefure que l'unité : tels font 9 & 2;. 

3^. Si deux nombres a ôc b font premi«s_ejit^enx , ôc qu'un 
troifiéme c mefure a , i l-fo *a pr emicr-par rapport à Car , fi c 
ôc £ n'étoient pas premiers entr'eux ils auraient une mefure com- 
mune , qui mefurant c mefureroit aufli a qui eft mefurd par c , donc 
a ôc b auroient une mefure commune , ce qui eft contre la fuppo^ 
fition. 

37. Si deux nombres a & b font premiers par rapport à c , leur 
produit a b fera aufli premier par rapport à c : car le produit de 
deux nombres ne peut avoir pour divifeurs que fes deux produi- 
fans , ou les parties aliquotes , ou les multiples de l'un ou de l'autre; 
or les produifans a ôc b ne peuvent être divifeurs de c } puifqu'ils font 
premiers par rapport à c ; donc leurs parties aliquotes ne fçauroient 
l'être : de plus, fj un multip le ^ j'np Q" » j-f^Tpmplp , de 
b , étoirdïVlftUï de c , t lui-même en feroit aufli divifeur , ce qui 
eft contre la fuppofition ; donc ft a Ôc b font premiers par rapport à c f 
leur produit a b fera aufli premier par rapport à c . 

3 8. Il s'enfuit que fi a ôc c font premiers entr eux , à 1 fera premier! 
par rapport à c ; car fuppofant a = b , on aura a b = a 1 ; ôc par con- 
lequent a 1 fera premier par rapport à c . 
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I. Part. S e ct. I. i$ 

On prouvèrent de même que c l fera premier par rapport à a. 

39. Si deux nombres a ôc o font premiers par rapport à deux au- 
tres c Ôc d, les produits ab 9 c d feront premiers entr'eux; car a b 
fera premier par rapport à c 9 Ôc par rapport à d,- donc cd fera pre- 
inier par rapport lab. 

40. Il s'enfuit que fi a & c font premiers entr'eux, a 1 fera premier 
par rapport à c». Il n'eft pas moins évident que aï fera premier par 
rapport à c i , & en général une puilTance quelconque de a par rap- 
port à une puiflTance quelconque de c. 

41. Si deux nombres a & /> font premiers entr'eux , le moin- 
dre nombre qu'ils puifTent mefurer l'un & l'autre c'eft leur produit 
a b ; car fi on dit qu'ils peuvent mefurer un moindre nombre com- 
me c , fuppofons c — ma, & c = nb ; puifque c eft moindre que 
a b, m a fera aufli moindre que 6c m moindre que b; de mê- 
me étant moindre que a b; n fera aufïi moindre que a ; mais 
puifque ma = nb ôc que a & b font premiers entr'eux, il s'enfuit 
que a m efure n , ôc £ mefure m , c'eft - à - dire , qu'un nombre plus 
grand mefure un plus petit, ce qui eft abfurde. 

PROBLEME. 

Trouver le plus petit multiple de deux ou plufieurs nombres. 

Solution. 

'42. i°. Si ces nombres font premiers entr'eux, leur produit eft 
leur plus petit multiple ( N". 4 1 . ). % 

2 0 . S'ils ne font pas premiers entr'eux ; cherchez d'abord le plus 
grand commun divheur des deux, divifez l'un ou l'autre par ce Ji- 
vifeur, ôc le produit du quotient par la quantité non divi.ée fera 
le plus petit multiple de ces deux premiers nombres : s'il y en a 
un troifiéme, opérez fur le plus petit multiple trouvé ôc fur le troi- 
fiéme comme vous avez opéré fur les deux premiers , ôc vous au- 
rez le plus petit multiple des trois nombres proposés ; s'il y en avoit 
lin quatrième, on continueroit de la même manière. 

Démonstration. 
i°. Soient les deux nombres a ôc b qui ont pour plus grand 
commun divifeur m, ôc foit - *- = q, ôc - *- = p. je dis que aq 

ou b p eft le plus petit multiple de a ôc b; car mp = a donc 

Cij 
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m p q = a q ; or m p q eft multiple de a — m p ÔC âe b = wiq ; 
de plus , il eft le plus petit multiple , puifquc a 6c q font premiers 
emr'eux. 

2°. Le plus petit multiple de trois nombres ne peut être moindre 
que celui des deu* premiers ; il fera donc multiple de ce multiple 
& du troifiéme nombre. 

CHAPITRE IV. 

Des /raclions. 

L E M M E. 

4> f~\N ne change point le quotient d'une divifion en mul- 
tipliant, ou divifant fon dividende ôc fon diyifcur pai; 
une même quantité". 

Démonstration. 

a h peut défigner un dividende quelconque , ôc a un divifeur 
quelconque , ôc b feroit le quotient de cetteji*i6«n > or 
= = b\ donc i°. en multipliant le dividende & le di- 

vifeur par une même quantité , on ne change point le quotient. 
2°. Soit la divifion-^- dont le quotient eft b, fi on divife le 
dividende & le divifeur par a, on aura — b; donc 2°. en di- 
vifant la dividende Ôc le divifeur, Ôcc. 

44. Toute fraclion eft une divifion indiquée dont le numéra- 
teur eft le dividende, & le dénominateur le divifeur; la valeur de 
la fraction eft le quotient. 

4ç. Donc, en multipliant ou divifan t le niimér atgjtfjfc le déno- 
minateur rT une SmSAmm ym uiil , même quantité 1 , on ne change 
point la valeur de la fraction. 

On n'augmente point une quantité en la multipliant par i ; donc 
on ne la diminue point en la divifant par i . 

45. Peur réduire un entier en fraction d'un dénominateur don- 
né; on le multiplie par le dénominateur donné , ce produit eft le 
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numérateur , fous lequel on écrit le dénominateur donné ; ainfi 

a réduit en fraction qui ait pour dénominateur b , devient — ^- ; car 
a = — , ces deux termes étant multipliés par b. 

47. Pour réduire une. fraction à fes moindres termes , on cher- 
che le plus grand commun divifeur du numérateur ôc du dénomi- 
nateur , comme il a été enfeigné , ôc on divife l'un ôc l'autre terme 
rJc la fraction par ce divifeur. 

PROBLEME. 

Réduire phfietirs fractions au même dénominateur. 
Solution. 

48. On multiplie le numérateur de chaque fraction par le dé- 
nominateur de toutes les autres pour avoir les nouveaux numéra- 
teurs , Ôc tous les dénominateurs les uns par les autres pour avoix 
le dénominateur commun. * 

La démonftration eft évidente par le Lemme précédent > . 

Exemple, 

Fra&ons à réduire , , ± " ° 

Fractions réduites *îlll£gïl f '" q I 

i h l r 

Si deux ou plufieurs fractions ont dans leurs dénominateurs un 
divifeur commun , il faut les divifer ôc enfuite multiplier par ce di- 
vifeur le dénominateur commun , ôc les numérateurs des fractions • 
dont les dénominateurs n'ont point été divifés, ôc parce moyen 
le* fractions réduites fe trouvent plus hmples. 

Exemples. 

Fractions à réduire où deux dénominateurs ont /; pour divifeur. 
H *bd fi 

Fiions réduites ^iJ^ LlÙIL 

Ç ii; 
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PROBLEME. 
Jjoûtet, ou fouf taire des /raclions; 

m 

Solution. 

4$. Apres avoir réduit au même dénominateur, il faut ajoute* 
ou fouftraire les numérateurs , ôc laifler à la fomme , pu au relie le 
.dénominateur commun. 



ai ftd 
' h 9 



Exemple premier, 
9 J1 f omme **ht-hbdfib+4bhmt 



bht 

• La différence des deux premières fra&ions efi: 

«dh — fsdb 

, bh 
Exemple deuxième. 

mfr y l* — m b* 



•—mb* j 

a TZ7t7~c i e Ies <* eux dénominateurs pat 

a «+• b , ôc je trouve d pour quotient oIu_piemicry-ût: a — b pour 
quotient du deuxième rfoor^dùirêTtTT— b d qui multiplié par 
le divi.'eura-*-^ donne a z d — b*d pour dénominateur commun j 

• • r ; • r **f r — *bfr-hdl* — b 1 dm 

ajnii ) ai pour fomme — = J d __^ &> 

La différence des mêmes fractions cil 

afr — abfr — d H -hb*dm 

**d — b*d ~~ - 

L r MME. 

ï o. Le produit des dividendes 



divifeurs 



Démonstration. 



Soit dont le quotient eft b , Coït encore - - dont le quo^ 
tient eft d : ces quantités peuvent repréfenter tous les dividendes 
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& les dîvifeurs pofllbles avec leurs quotiens; or le produit des quo- 

tiens eft bd, ôc */j • $ produit du dividende divifé parle produit 
des dîvifeurs donne aufli pour quotient b djdonç, &c. 

PROBLEME. 
Multiplier une fraftion far une autre, 

? i. Il faut multiplier le numérateur par le numérateur pour avoir 
celui du produit , & le dénominateur par le dénominateur pour avoir 
celui du produit , ce qui fe démontre par le Lemme précédent. 

£ X E M ÎLES. 

» 

blm*. 



d X m — dm 3 « — * * T+J 



**— b* 



5" 2. Pour que le produit foit le plus fimple qu'il eil poflible, il 
ne fuffit pas d'avoir réduit les fractions aux plus fimples termes. 
Car fi le numérateur de Tune a un divifeur commun avec le dé- 
nominateur de l'autre ; il faut encore les réduire en leur changeant 
le dénominateur, ce qui change véritablement la Yaleur de la 
fraction y mais ne change pas celle du produit. 

E x emp l e; 

Fra&ions à multiplier. 

■ • • • 

Fractions réduites. 

fg X a> -*-%ab-hi>* 

Fraftions dont on a changé les dénominateurs^ 
da* —ib* fi* 

a» -i- 2ûb-t-ù* fg 

Qui étant encore réduites donnent 

da — db l* dal* — dbl» 

" g — *g + bg 
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PROBLEME. 

Divifer une fraftion par une autre: 

yj. Il faut multiplier le numérateur de la fraction dividende pat 
le de'nominateur de celle qui eft diviicur, pour avoir le numérateur 
du quotient : 6c pour en avoir le dénominateur, il faut multipliée 
le dénominateur du dividende par le numérateur du divifeur. 

Démonstration. 

.§ 

Soit la fraction ~ à divifer par Si je divife par c, j'aurai 

au quotient — ; mais ce quotient eft moindre que celui des deux 
fractions, car ce n'étoit pas par c tout entier que je devois divifer , 
mais par -J- , c'eft-à-dire , par une quantité autant de fois moin- 
dre que c qu'il y a d'unités dans d\ £ - eft donc autant de fois trop 

petit qu'il y a d'unités dans d ; il faut donc multiplier fon numé- 
rateur par d pour avoir le vrai quotient. 

$ 4. La divifton de fraction le change cn-^TiMpîteation , fi on 
tranfpofe les termes de ràirattibn qui eft divife ur , c eft-à-dire , fi on 
met le dénominateur à la place du numérateur Ôc réciproquement^ 

Exemple. 

De divifion de fraction complexe. 

Dividende. i^L .+. .*•** + JJJL ^_ 

l» 8 b \o » 3 4 

Divifeur. -£ Quot A - f - »*-' .' 

-~ étant divifé par le quotient eft = ~ qu'on 

écrit au quotient; on muluplie le divifeur par ce terme & on a 

> & a y ant retranch ^ du dividende le premier de 

ces 
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ces deux termes, pour en retrancher. le deuxième - 

= — , on le réduit au même dénominateur que -^f^- 

& on a f & la fouftra&ion faite , il refte — i en» 

fcite ayant multiplié le dernier terme a du divifeur on a — -— * 

qu'on retranche de 1 ax . On recommence à divifer le refte du 

dividende - + -L£i - -f en difant - 

Ce quotient eft — - ~g — ~- qu'on écrit au quotient & 

kyant effacé ~fS~> orl multiplie le refte du divifeur par le 

hou veau terme du quotient, & on a *p qui étant 

fouftrait du dividende , il ne refte rien. 

PROBLEME. 

Trouver le plus grand commun divifeur des deux polinomes. N°. 32; 

- 

y?. On peut beaucoup abréger ôc faciliter cette opération en 
joignant les règles des .entiers à celles des frayions , comme on 
le verra dans l'exemple fuivant. 

■ V 

.xi divifé par — 2 x z donne au quotient * := ~-par lequel il faut 

taiultiplier le divifeur, & on a un produit xi qu'ii 

faut retrancher u dividende , dont il refte -H -~- — 2. 

On continue à divifer par — 2 x*> on trouve au quo- 

tient}, & ayant multiplié le divifeur par }, & fait la fouftra£tion 

il refte ÏL jl qui ne pouvant plus fervir de dividende , fer* 

yirade divifeur à fon tour /après avoir été lui-même divifé par^, 
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ce qui le réduit à — * H- i oui eft divifcur exaft y & par cor|3 • 

le que m le plus grand commun divifcur. 

PROBLEME, 

$6. Approcher tant qu'on voudra du vrai quotient d'une frac-* 
t\on proprement dite, c'eft-à-dire > dont la divinon ne le peut faii£ 
exactement» 

SOLUTIONr 

Il faut fuivre les règles de la divifion ordinaire , & continuât 
Fopération , jufqu'à ce qu'on ait découvert la loi fuivant laquelle 
les ternies de k fuite peuvent être continué à l'infinir 

Exemple^ 

— i— ÏJL. 4. ISl liL & c . 

a-hc a a 1 ^ ai a* 

0 . 

Car fi on divife b par a, qui eft le premier terme du divifeur, on £ 
4-;or4 x 7+~c = J±.+ J^-^^-j- AL, lequel fouftraic 

du dividende lai/Te pour refte ~- , qu'il faut continuer à di-r 

vifer par a , premier terme ^xLivtfeur , -6c arr rroûve eu quotient 
f— > ^ ^ tant nuikiptié par a <r donne ^ , quj 

«*tam fouftrait du dividende — lahTe pour refte -h -~~ &c; 

j 

Corollaire Premier. 

5 7. Si £ j , & a = 1 , ayant fubftrtuè* ces valeurs dans le quotient | 
ion aura 1 — r-f-c* — d ficc. à l'infini , donc = 1 — c-irA 
fc- &c à l'infini; 



58. Si les termes du quotient font décroilTans , la fuite donne u» 
quotient qui approche tant qu'on veut du véritable. Par exemple, 
= i 9 c = i ,a = 2' t ayant fubftitué ces valeurs dans la fuite. or| 

trouve» } = =T-i-*-T-A-hi î i-^-HT7T&c f 
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Le premier terme 7 = 7 7 ; les deux premiers | — =*= J 
ri i les trois premiers 7 — - -t- y = T -H 7 1 - ; les quatre pre- 
miers ~ — ~ -f- j — T ^ = f -H 71 &c. c'eft-à-dire , que ia Tomme 
des termes pèche alternativement par excès 6c par défaut , ôt que 
plus on continue la fuite , plus on approche de la vraie valeur. 

Corollaire III. 

%9' Si le fécond terme du divifeur furpaflTe»le premier , les ter- 
mes de la fuite font croiflans, 6c alors plus on la continue , plus 

pn s'écarte du vrai quotient ; foit pour exemple } = t ^_ t — 1 

2 ~+- 4 — 8-+-KÎ — 52-4-64, ôcc. Le premier furpaffe f de 
~ 3 6c les<3eux premiers font furpaffés de J par j- , les trois premiers 
furpafTent de f , les quatre premiers font lurparfés de i 6c ainfi de 
fuite. 

60. On peut remarquer fur cette fuite , i°. qu'un terme quelcon- 
que de la fuite , divife par le dénominateur de la fraction , exprime 
la différence de la fomme des termes précédens à la valeur de la frac- 
tion ; par exemple , le quatrième terme 8 divifé par 3 , exprime la 
différence de 1 — 2 -+- 4. à 7 ; a°. que quand ce terme a le ligne -+- , 
il doit être ajouté, Ôc quand il a le figne — , il doit être fouftrait : 
ainfi 7 — 1 — 2 — ±,ôc } = 1 — 24-^—8 + 7 ôcc. 
Donc pour exprimer la valeur d'une fraction par une fuite croisan- 
te , il faut la terminer ôc donner pour dénominateur au dernier ter- 
me celui de la fraction. 

61. Si on a T = — rr = 1 — 1 + 1 ! + 1 ôcc. cette 

Fuite n'eft ni croifTante, ni décrohTante t les termes en nombre pair 
t= o , ôc font au-deffous de la valeur de la fraction \ les termes en 
nombre impair = 1 , 6c fonf au-deffug : cette fuite fe termine com- 
me la précédente : car ~ — 1 — f = 1 — 1 7. 

62. En général , = 1 1— ■ c -+- c % — O -f» - x ^ - - 

même dénominateur. 

63. Les fuites qui approchent continuellement du vrai quotient 
s'appellent convergentes , 6c celles qui s'en éloignent coîitinuelle- 

s appellent divergentes. 

. • 
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CHAPITRE V. 

De la formation des puiflance s & de l'extraction de leurs racines} 

De la formation des puiffances. 

64. N appelle puiflance ou degré* le produit d'une quantité; 

\J multipliée par elle-même ; fi elle eft multipliée une fois, 
le produit s'appelle quarré, ou deuxième puiffance ; fi elle l'eft deux 
ibis Je produit s'appelle cube, ou troifiéme puiflance ; Ci elle l'eft 
trois fois , le produit eft un quarré quarré, ou quatrième puiflance? 
fi elle l'eft quatre fois c'eft un quarré cube , ou cinquième puiflance * 
fi elle l'eft cinq, c'eft un cube cube , ou fixiéme puiflance,. 

6$. La quantité qui multipliée par elle-même a formé ces puif; 
fances , en eft la racine. 

66. Pour élever un monôme à une puiflance quelconque , il faut 
multiplier fon expofant par celui de la puiflance à laquelle on veut 
l'élever. Ainfi a = a x étant élevé au quarré devient a 1 x 1 = a x ; & a b 
= a l b l étant élevé au cube devient a 1 * J b 1 * 1 =*3 bï ; & la quatriè- 
me puiflance de *3. e ft a' *♦= a"; & en général, la puiflance n dq 



eft a 



; quantités composes 
; puntances fucceflives 



nome a b en le multipliant continuellement par lui-même i comb- 
ine il s'enfuit. 



x a 



a + b , racine 
b 



ab 
ab 



a 1 
x a • 



• 2 a b b* , quarré 
b 



à* -H 2 a % b^rab 




*3 -+- 3 a 1 b -+• 3 ab 1 -+- £3 , cube 
xa b 



^4-4-3 <j3£-r- 3 a*b*+abi 
-+- a} b -H 3 a 1 b x 3 a £3 • 



tf4-fr-£*3£-h$a»£*-h4*^;4-JS quatrième puiflance, 
ôtc. 
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. PROBLEME. 

» Elever un binôme à une puijfance quelconque: 

Solution. 

Jlegle des expofans. 

6Î. Le premier terme a pour expofant celui de la puiflance qu'ort 
cherche , ôc cet expofant décroît à chaque terme d'une quantité 
égale à l'expofant de la racine ; la féconde racine commence par 
multiplier le deuxième terme , & fon expofant augmente à chaque • 
terme d'une quantité égale à l'expofant de fa racine, jufqua ce 
qu'il ait atteint le degré de la puiflance cherchée ; d'où il fuit que 
la fomme des expofans eft la même dans chaque terme, & eft 
toujours égale à l'expofant de la puiflance cherchée , quand les ra- 
cines ont Funité pour expofant. 

Règle des coefficient. 

• • 

69. Pour avoir le coefficient du premier terme , élevez celui de 
la racine.à la puiflance cherchée i celui des autres eft le produjt du 
coefficient du terme précédent par l'expofant de la première ra- 
cine dans le même terme , divife par l'expofant que doit avoir la 
deuxième racine du terme que l'on cherche. 

- • • • 

Règle des fignes. 

» 

70. Si l'une Ses racines eft négative , les termes dans lefquelles 
cette racine aura un expofant impair doivent avoir le figne — . En 
général, dans ce cas, les termes d'une puiflance quelconque de 
a — b font pofitifs £c négatifs tour à tour. 

Exemple, • 



a — b sa a 6 -— 6 b -)r 1 5 a* b l — 20 a$ bi 1$ a 1 b*— 6 a b1 b 6 . 

On peut , par le moyen de cette formule , trouver la puiflance 
quelconque d une quantité qui contiendrait plus dé deux termes y 
en confidérant deux ou plufieurs, comme n'en faifant qu'un. 

P "j 
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Exemples» , 

a-i-b-hc = a-i-b-h2c xar+-b-+-c i =a l -i-2ab-i-b i 'Jr2 

+ 2^f + f l . Les opérations indiquées étant faites, 

a -+- b -h r = a -h À V 3 c x a -+- £ *-+- 3 ^ x a -t- b -H f 5 = ai -H 3 rf» h 
H- 3 ab z + fa-i- ia l c + 6 abc-i- s b 1 c-h 3 ac 1 + $ bc l ?*-c1 9 

De fextraûion des racines, 

71. Remarquez , i°. que la racine paire, comme feconde, qua- 
trième , fixiéme , ôcc. d un ferme négatif eft impoflible ou imagi- 
naire , telle eft la racine de — a z . 

72» a°. Qu'u'n monôme pofitif, dont l'expofant eft un nombre 
pair , a toujours deux racines, l'une pofitive & l'autre négative. Ainfi 
a % a pour racine -+-<a, ou — a ; car il eft également le produit 
de -+- a x -H a , ou de — a x — a. 

73' 3°« Que fi l'expofant d'un monôme eft impair, la racine eft 
pofitive, fi la puiflance l'eft; & négative, fi la puiflance eft néga- 
tive. 

74. L'extra&ion des racines décompofe ce qu^Ja-fiarmarion des 
puûTances a compofé ; «nfi pow-flrirc cétte opération , il faut con- 
noître les difFércns produits qu'on trouve en formant chaque puif- 
fance. # 

75". Le* quarré d'un binôme contient,. i°. le quarré du premier 
terme; 2 0 . le produit du double du premier par le deuxième; 3 0 . le 
quarré du deuxième : fi c'eft un trinôme, il contient; 4 0 . le dou- 
ble des deux premiers parle" troifiéme ; j°. le cjuarré dVtroifiéme. 
Enfin , fi c'eft un plus grand polinome , il contiendra le produit 
-du double de tous les termes précédens par celui qui doit fuivre , 
plus le quarré de ce terme fuivant. 

76. Le cube d'un binôme contient, i°. le cube du premier 
terme; a°. trois quarrés-du premjex terme .multipliés par le deuxié- 
jne ; 5 0 . trois quarrèTaucTeuxiéme multipliés par le premier; 4 0 . le 
cube du deuxième. 

< 77. Si c eft un trinôme il contiendra de plus , 5 0 . trois quarts 
fte la fomme dés deux premiers multipliés par le troifiéme ; 6°. trois 
quarrés du troifiéme multipliés par la fomme des deux premiers » 
7°. le cube du troifiéme , & ainfi de fuite. 



T. Part. Sîct. I. %t 
fj* raifon de tout ceci fe déduit de la formation des piriflances. 

• PROBLEME. 

t, Extraire la racine d'une puijfance donnée* 



Règle. 

78. i°. Ordonnez les termes; 2 0 . tirez la racine demandée du 
premier terme; 3 0 . élevez cette racine à un dégré moindre de l'u- 
nité que l'expofent de la racine demandée , ôç multipliez cette puif- 
lance par l'expofant même ; 4°* divifez par ce produit le deuxième 
terme de la puuTance propofée , le quotient fera le deuxième ter- 
me de la racine cherchée , Ôcc, 

10*3 b 1 



Ainfi pour extraire la racine cinauiéme de a* «4- ? a*b ■+ 
10 a l bi -f- $ a [h* -+- & , je dis la racine cinquéme de a* eft a 9 
que j'écris à la racine ; j'élève a à fa quatrième puiflance que je 
multiplie par y , ce qui me donne y a 4 ; je divife le deuxième ter- 



me y a 4 b par y a* r 6c je trouve b pour deuxième membre de la ra- 
cine ; alors formant la cinquième puuTance de a •+- b , 6c la fbuf- 
trayant de la quantité propofée , je vois qu'il ne refte rien , d'où je 
conclus que a+^eft la racine demandée. Si la racine avoit dû 
avoir trois termes , ou eût trouvé le troifiéme , en opérant fur la 
fomme des deux premiers pour trouver le troifiéme , comme on 
avoit opéré fui le premier pour trouver le deuxième. 

Autre manière, 

m 

7p. i°. B faut en ordonner les termes, s'il ne le font pas. 

st\ Il faut examiner fi c'eft une puuTance parfaite, fuivant lei 
principes donnés pour la formation des puifîances. 

3°. On prendra la racine indiquée des termes particuliers qui 
font des puifîances parfaites. 

4°. On cherchera les fignes qui conviennent aux racines , par 
le moyen des termes de la puiflance où elles ont pour expofant un 
nombre impair. 

80. Quand une puuTance n'eft point parfaite , on ne peut en 
exprimer la racine que par une fuite infinie de termes, que ion 
trouve en fuivant exactement les règles ordinaires de l'extraction 
des racines ; ainfi pour la racine quanée de a* -^x* , on trouver* 
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J£- • 4- Ôcc. de la mê- 

me manière on trouvera que la racine cubique de jJ ■+• eft 

8 1. Qûand on ne peut point extraire la racine d'une quantité on 
l'indique par le moyen du figne V , au-dcflus duquel on écrit le 

. nombre qui exprime la racine en queftion ; ainfi »/ fignifie racine 
cubique ; V fignifie racine quatrième , &c. Quand il n'y a point 
de nombre écrit, on y fuppofe 2 qui défigne la racine quarrée* 
Les quantités qui précédent le figne , font Tes coefficiens du radi- 
cal , le nombre écrit au-deffus en eft l'expofant , ôc les quantités*, 
écrites fous la deuxième branche du figne , fo nt la puifl ance du ra- 
dical : ainfi dans la quantité radicale 2 a fa 1 — b x , 2 a eft le 
coefficient, 3 l'expofant , à 3 - «— b x la puifTance. 

82. Les quantités radicales s'appellent aufli irrationelles , fourj 
des , ou incommenfurables. 

w # 

CHAPITRE VI. 

■ . . 

Des quantités ' fââicaVes~& des imaginaires* 
Des quantités radicales. 

• 

85. T E quarré d'un nombre mixte , c'eft-«à-dire ; compofé 
M_^j d'entiers ôc fractions eft toujours un nombre mixte , 6c 
jamais un entier ; car fuppofons que a défigne un nombre entier 

quelconque , & ~~ une fra&ion réduite à fes moindres termes , 
de forte que m ôc » foient premiers enoteux ; ôc par conféquent 
n n -+- m premier par rapport à », a n \ -\- m fej:a pjejnier par rap- 
port à »*, ôc par conféquent * m - fera une fraâion réduite à 

vies moindres termes, ôc ne fçauroît jamais être égale à un nombre 
entier. De même le cube , la quatriérjie puiffance , ôc une puiïïance- 
guelconque d'un nombre mixte eft toujours un nombre mixte , & 
jamais un entier, 

SB*. H 



I. Part. Seci*. T. J fjg, 
84. Il s'enfuit que la racine quarrée d'un entier , doit être un en- 
tier ou un incommen Curable. 

Suppofons l'entier b dont la racine quarrée eft moindre que 
<j -+- 1 , ôc plus grande que a, je dis qu'elle eft incommcnfurable ; 

car ft on veut qu'elle foit comme nfurable , fuppofons-Ia 

où ~- repréfcnte une fra&ion quelconque réduite à fcs moindres 

termes ; îl s'enfuivroit que a -H élevé à fon quarré donnerait 

un entier b, ce qui a été démontré impoflible N°. 8 j. 
' 85*. Il s'enfuit que les racines quarrees des nombres ( excepté de 
* 9 4> 9 i 1 6> 25 , 36 , 4P , 64 , 8 1 , 100 , ôcc. qui font les qui^res 
des nombres 1,2, 5 , 4 , j , 6 , 7 >. 8,9, 10, &c. ) font incoiii- 
menfurables. De même les racines cnbiaues de tous les" nombres, 
excepté ceux qui font les cubes des nombres erîtiers , font incom- 
menfurables. 

86. Mais quoique ces nombres foient eux-mêmes incommen- 
furables avec l'unité , ils font commenfurables en puiflance , parce 
que leurs puuTanccs font des entiers multiples de l'unité. Ces raci- 
nes peuvent aufli être commenfurables entr'elles. Comme V% ôc 
V 2 , parce qu'elles font entr'elles comme 2 eft à 1 : Ôc lorfqu'elles 
ont une melure commune, comme dans ce cas v'à, on peut les 
réduire à leurs moindres termes, comme les quantités commen- 
furables. 

87. Une quantité rationelle peut être réduite fbus la forme d'un ■ 
radical donné en 1 elévant à la puiffance de l'expofant du figne ra- 
dical ;_ainfi a = = b* — de même 4 == \rT6 

88. Les quantités radicales c>ui ont même expofant ôc même 
puuTance, s appellent communicantes. 

Pour le calcul des radicaux , je ne donnerai que des formules 
fans la démonftration , parce qu'on y fuppléera à l'aide de ce qu'on 
a vû précédemment , "ôc des deux Lemmes fuivans. 

Lemme Premier. ; «-•' * R 1 

89. - La racine quelconque d'un produit eft égale au produit des 
racines des produifans. 

Démonstration.' 

Car Va 1 x /,» = Va % b 1 «= a b; or a b eft le produit des racines 
Ses produit donc, fut, , - 
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L E M M E II. 

06. La racine quarrée d'une grandeur eft égale à la racine qua- 
trième du quarré de cette grandeur, à la racine fixiéme de fon cu- 
be, à la racine huitième de fa quatrième puifTance ôcc. en augmen- 
tant l'expofant de la racine de deux unités, à mefure que les puik 
fances de la grandeur augmentent d'une. 

p i . De même la racine cube d'une grandeur eft égale à la racine 
1 fixiéme du quarré de cette grandeur , à la racine neuvième de fon 
cube , &c. en augmentant l'expofont de la racine dç trois unités , 
à mefure que les puiffances de la grandeur augmentent d'une : Ôc 
ainff*des racines plus élevées en augmentant de 4. , $ , 6 unités , 
&c. les expofans des racines, à melure que les expofans des-puif- 
fances de la grandeur n'augmentent que d'une. 

Démonstration. 

Car foit a , a 1 , a* , afi , at , a 6 > a^ , a 9 , a 9 , a ÏO ± or a — Va* 
= y/â* — \/a* ? or le quarré de à 1 eft a*; donc Vâ* = \/a*. 

De même le cube de a x eft a 6 , fa quatrième pui (Tance eft a* , fit 
cinquième puuTance eft a 10 , Ôcc or Vâ* = ^a* =» % vâ* , &c or» 
trouvera de la même manière ce qui regarde les autres pui fiance s, 

IV Mûre à i unité Je coefficient dun radical. ' ' ." 

SoLU'TtOhJ. 

P2. Mulripliez* la puûTance par le coefficient élevé ai* degré d# 
l'expofant 

Formules. 

• . > 

— cte ■ 3 K2; = yioo. - . 

. PROBLEME IL 

Réduire fa puijfance d'un radical en entier; 
Solution. 
#3. Divifez le coefficient par le dénominateur de la puiflance, 



I. Part. S e c t. I. 5 j 

fciultipliez le numérateur de la puiflancc par fon dénominateur 
élevé au degré 4e Texpofcnt moins un. 



Formules, 



• n % — ^j- y/abc~-> . ' —p- = — - y/ab 

* 

PROBLEME III. 

Réduire f expo/ans d'un radical aux plus fimples termes. 

• j 
S O L U T I.O. N. 

94. Cherchez tous les divifeurs de l'expofant , tirez la racine dé 
la puiflance indiquée par l'un de ces divifeurs, & divifez l'expo- 
fcnt par le_même. 

Formules. 



iC a *F = '^0407= 1^7. a {fa>b>—2ab>+b*— a^ab—b* 

PROBLEME IV. 

Réduire un radical aux plus ftmples terme». 

Solution. 

£f . Après avoir réduit (à puiflance en entier , & fon expofant aux 
plus fimples termes , divifez fa puiflance par un entier de même dé- 
gré que l'expo&nt, & multipliez lé coefficient par la racine de cet 
entier. • 

Formules. 



tr /j'ii^ ty y" ai be *7 ;/T7 

. • 

^-T~r faàcmn. Va* — ai b -H* 1 P m* a V a *—ab-+b\ 

o Tel If 



Eij 
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PROBLE ME . V, ' 
Réduire deux radicaux au même expofant. 
Solution.. 

"$>6. Multipliez le moindre expofant par un nombre^jui légale à 
l'autre , & élevez fa puhTance au degré marqué par ce nombre : 
ou, fi cela ne fe peutj multipliez l'cxpofant de l'un par celui de 
l'autre , & élevez la puiflance de chacun au degré marqué par le 
nombre qui aura multiplié fon «expofant. 



Formules» 



i 



Va 



q ^ z 



, a V & b*+b Vab—b* = aVa 6 — 3 aH'- + 3 a* b* — èt 
•4- b V a 1 b l — zaùi -hé*. 

PROBLEME VI. 
• Découvrir le plus grand de deux tadicanx. 
SOLUT 1.0 N. 

97- Donnez-leur le même expofant 6c réduifez les coéfficiens 3 
l'unité. 



Formule, 



aVab&Lia^ab» . . .• . • V*r|* Ôc / TâTS 

PROBLEME VIL • ' 

Trouver la femme, ou la différence de deux radicaux, 

— — - • » • 

•-• - * c . — ' -« -* • _..*»••* ' 

. , ._ ut O J u. X-& o m- - - * 

• •♦^ " » .... a 

^_$8. SI après la réduction aux plus fimplcs termes , ils ont mçmè} 
expofant & même puilTance , prenez la fomme , ou k différence 
de leurs coërBciens ; mais s'ils ne font pas communicans , il faut in* 
diquer l'addition j ou la fouftraclion par le moyen des fignes -h ÔC «—i 
à l'ordinaire. 



V 
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Formule. 

b — ; VTU -+• 9 i/a7 + 2Vad 
Somme. 



a — b + yVaT — ; p r âT '6 VTà 

PROBLE MJE VIII. \ 
Mu/tipHer un radical par 4 un autre. 

S o l u t i o n. . - 



. 4. * 



• r ■ 



Apres avoir réduit au même ejcpofànt, on multipliera le coeffi- 
cient de l'un par le coefficient de l'autre , & la puiflance de Fun pas 
celle de l'autre , félon les règles drdinajrep de la multiplication. 

Formules* - 

a v'T x V~7 = a VT7; 2 a VT * 3 b = 6 a b VT ; 2 a VT7 
X b V~âT = 2 ab Va~!>ï7 = 2 « b* V~ac j a -H ✓ — 6» 
x*a ✓ — rp = a 1 -h 2 a Va*'— 6* ■+• — b* S a 



PROBLEME IX. 

_ — .... « .0 . • . . . • » ■ < 

Divifer une quantité M'cMeparune àthr$ ' J .< ""1 3 " 1 

• Vj ''-iff-0 t V T Ï'O Ni 

'- 100. La règle générale 'eft tférî former une fra&ion dont le 
dénominateur foit % divifeur, ôc lé numérateur le dividende; oui 
quand cela fe peut, après avoir réduit l'un & l'autre au même e*-* 
pofant, on fuit les règles générales de ja divifidn, - * - - h 1 

E Hj 
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4 4 -M VTT — 9 b + itV bc . _ 

Car 4 a== 4. qui étant divifé par 2 v/T donne au quo^ 
tient 2V a : enfuite on multiplie le divileur par ce terme , & on 
continue l'opération de la même manière* 

On donnera après le calcul des expofans d'autres moyens de faire, 
cette opération qui eft fouvent très-erabaraflance. 

PROBLEME X. 

Elever un radical à- une puijfance quelconque. 

Solution. 

10 1 . Divifez fon expofant par celui de la puifiance où vous vouj 
kz l'élever : fi cela ne fe peut, élevez fon coefficient & û puifi 
lance tu degré demandé. 

For m'u t s s: 
VTÏ*-% 1^7. apf?=k a* yiF^. 
PROBLEME XI. 
_ Extraite la racine Quelconque etun radical^ 
. • Solution. \ 

102. Tirez la racine propofée de- fon coefficient & de fa puif- 
fànce ; ou réduifez fon coefficient à l'unité ôc multipliez fon expo» 
fcnt par celui de 1» ?& ne propofée. 

* * • 

" 103; L es raci nes paires d'une quantité négative font impolfibles 
pomme V — a , V — a > Ôcc. c'eït pourquoi on les appelle ra- 
cines imaginaires ; mais cela n'empêche pas qu'on ne puiiTe les 
rendre réelles en tel fsyhipiiant pat eJLes^mêmes : par exemple » 
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vdT x V^a — — a\ car pour extraite la tacittê quarre*e de 
— fljOii écriroit V — a ; or en multipliant une racine par elle- 
même , on doit avoir la «quantité dont elle eft racine ; donc V — a 
x V — a = — a, qui eft une quantité réelle négative. 

104. Èn effet, pour extraire la racine de — a, on ne fait que : 
mettre le (igné radical fans rien changer à la quantité ni au (igné qui 
la précède , donc pour l'élever à la même puiûance on ne doit que 
retrancher le figne radical, d'où il fuit que* 

... 

h V —a X c ✓ — a — b ex — a ma — abc 
b V — a X — f/-a = — b ex — a = -habc 
~-b V — a x — c V — <* z=-i-èc'x — a = — abc 

De même quand l'unité* exprimée ou fous-entendue, eft le coef- 
ficient 

1 V — aX.l V — a ±= 1 x :-tf=a — a 

I V — a X — I V —a = — IX — flss + fl ' 

I f — a X— I _ a = 1 X — «t=* — * 

* 

d'où U fuit que — = — 



•- . - 



• »/T ~ — v' — a " -, • 

^ ' — v — a 

• - :: .: f . " 1 ;. ... ... > »• 

105;. Mais ta muîtiplicâdôn 'ne récafeBf là (parité* replié hâ- 
tive, que dans le feul cas oit h racine imaginaire eft élevée à la 
puiflance indiquée par f expofânt du figne radical, on fe contente 
d'indiquer les autres »jfciplicâtfOBS : ainfi potirnwkipfeér V * paf - 
V — a y il faut 4cr«!rfiMpkemefit .*V x V^ï" : & ainfi des 

autres. De même pour divifec a par V +-h il faut écrire * ; 
106. Mai3 Icrfque h" quantité imaginaire fë trouve au nuine*- 
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rateur & au dénominateur , on l'efface de part ôc d'autre ; aînfi 



\/ — • \ i_ aV — b* a y 



7=i ' 



CHAPITRE VIL 

, O/cw/ <fo put/Tances par leûrs expo fans. 
• trt _ ^ — -- - f • • r rj 
.* ^ /• 

axa^a^a 1 **. a 1 x <? = a? =** + I ôcc. • 

• - v l ; - ' ,- •• - • 



i ■ m 
< » 




■ 
r 



De -là il fuit , qu'outre lés expofans entiers pontife dont on à 
d&a parlé il y a encore des expofans entiers négatifs , & même 
dis expofans fractionnaires, pofitifs ou négatif, & de plus l'expo- 
fant o , fur lefquels on peut faire les mêmes opérions que fur 
les expofans entiers pofitifs; calcul beaucoup plus commode quq 
celui des radicaux & de certaines fractions dont il tient lieu. 



PROBLEMj, # - 

'Afâtif m f ouf r aire êtes puijjances ■ 9 fait que les expofans foient entiers 
vJi il-'a ,"j :0H fra#iwàtres.> pofitifs ou négatifs. ; 

. . * . - y; S O EUT ion.: 

48?! «tel»» se ^j yftw j ftM " 5e. *« de g» gg 
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leurs fignes pour l'addition, ôc pour la fouftra&ion on change les li- 
gnes de la quantité qui doit être fbuftraite. 

Si les termes font femblables, c'eft-à-dire, fi ce font les mê- 
taies quantité , avec les mêmes expofans 6c les mêmes fignes d'ex- 
pofans , on prend pour l'addition la fomme, Ôc pour la foufiradion 
la différence de leurs coëfficiens. 

Exemples pour les termes qui ne font pas femblatles. 

$0? ôc 4 a*= 7 a p -h 4 a q . 7 a p ôc 4 a~~ p ==7a f 4 a~\ 
J_ _v__ 
* Sx. a =a r + a , ôcc. 

Exemples pour les termes femblablesl 
Ôc 4 <j3 B-s 1 1 ai. 7 ai — 4 àl r= 3 <jî. 



» » » » n I 

pa -hqa =p-+-q a . p a — q a = p — q a 



— m —n —1* 

y: m m 1 m 



pa. -+-qa =p + q a .pa -hqa = p-\-qa 

Il en efl de même pour la fouftra&ion, au changement des fignes 
près. 

PROBLEME. 

—'"Multiplier ou divifer des puiffances dont les expofans font des nombres 
entiers , ou rompus ; pofttifs , ou négatifs. 

Solution. • 

"10p. i°. Quand ce font les puiflances de la même quantité' , il 
Faut prendre la fomme des expoiâns pour la multiplication , ôc la dif- 
férence par la diviûon. 

Exemples de Multiplication. 

P 1 P — f f — 1 

a x a — a .axa = a 

a y. a = a .a x a — a 

J. JL -P_ , JL JEl±JJL 

r s r T 1 fi 

a x a = a — a 
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Exemples à; Divifion. 



a — f 



iro. 2°. Quand ce font les puiffances de différentes quantités* 
on peut faire ces opérations! à l'ordinaire. Sur quoi il faut cepen-* 
dant remarquer que c'eft la même chofe que de divifer une quan- 
tité par une autre dont l'expofant eft pofitif , que de la multiplier 
par la même dont l'expofant eft négatif, & réciproquement. ■ 

Exemple. 

T 

a x b —a b = --- \ car b =* b ? 



i 

,m 



Oïa n xb 

ni. D'où il s'enfuit, i°. qu'on peut délivrer un produit de 
tous expofans négatifs en faifant pafler les quantités qui en font 
affectées du numérateur au dénominateur, & du dénominateur 
au numérateur en leur donnant l'expofont pofitif. 

Exemples* 

= a- c 4 




ii2. 2°. Il s'enfuit qu'on peut toujours réduire une fradion fous 
la forme d'un entier , en multipliant le numérateur par le déno- 
gainateur dont on change les lignes de tous les expofans. 
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■ 

Exemples* 



— •» • — - <4> • . — m • » 7 



PROBLEME. 

£/fwr *»f puijjance à une puijfance quelconque: 
Solution: 

1 1 3. Il faut multiplier les expofàns de cette puiflance par Yct- 
jpofant de celle où on veut l'élever. 

Exemples: 

t îA- * 
—t — — t , 

a" = a n K a" = a — a» 1 = 0* . a m b— m élevé aux 



puiflances p. — p. devient a** <t~ m ' 



m»***.** b * .a * "2 

PROBLEME; 

Extraire la racine quelconque a" une fuijfancei -, 

* Solution. 

i 14. Il faut divifer l'expolant de cette piiîflance par celui de 11 
racine propofée. . * 

PROBLEME. 

Réduire une puijfance quelconque âun binôme en fa fuite infinie , foxt\ 
que fin expofant foit un nombre entier ou rompu , pofitifou négatif. 

Solution. 

i 1 On fuivr* les règles données ( N*. tfS. 69. 70. ) pour éfci 

F M 
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44 Traite* d' A l g e b r e. 

ver un binôme à une puiflance quelconque , mais on Ce fervîra icî 
"d'un expofant indéterminé , & pour Trouver les coëfficiens , on in» 
diquera les multiplications & les divifions au lieu de les faire eflfec-j 
tivement. 

Soit a -+- b à élever à la puiflance n ; on aura. 



a» 



: I 



x 

r*- — x — — - x —— x — j-î- x -I— i. »j< 



a* * 



» i6. Mais puflque t 

en fubftituant ces valeurs dans la formule précédente on la chanj 
géra dans la fuivante. 



* T — TT 



H; 



6cc. 




ifci<7. . Si. pu ;veut fuppofer avec Newton a s 3P & ~ =» <J § 
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I. Part. S e c t. I; 
il = Q« ; -iL = Q' , &c. La fuite précédente deviendra 

Si on fuppofe P' = a ; on aura JL P" Q == y A Q; 
Si on fuppofe -ï- F Q = B , on aura 
■f x JLTLi P . q. = JL=J_ B Q _ 
Si "~ T B Q sas e on aura 

Si c Q = D on aura 

Ce qui donnera a -h i m V rt- ¥ Q."» 



PROBLEME. 

- * 

Prendre la fortune de deux coefficient conjecutifs^ 

Solution. 

, ■• 

1 18. Il fuffit d'augmenter n de l'unité dans le plus grajtid cocf- 
Scient. 

Démonstration, 

— 

Soient les deux coëfficiens confécuuTs 

f 



i * 3 - 

- x i * i x v • 



Si n 1 = », je dis que leur fomme eft — x * x 
X - ^ * ; car en indiquant la multiplication du premier coeffi- 
cient par le dernière fra£^ijLjiuJfeco»d ,*srr-a~le fécond : donc fi 
on multiplie le premier par la dernière fraction du fécond plus l'u-. 

nité, c çft-à-dire , par n ~ l 4- i , on aura la fomme des deux; oi 
.IriL ^ , — « — l±* s— Jl±J_ : Jonc la fomme des deui 

cft-ï- x-^=-L x x -—-i mais il eft indifférent dans que! 

ordre on multiplie les numérateurs ôc les dénominateurs de ce? 



; par conféquent -jf- x x x ^ t 



Ponc, &c. 



i 

— ? 




Digi 
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PROBLEME. 

Multiplier une fuite far fa racine. 
Solution. 

il p. Il faut augmenter Pexpofant de l'unité , tant Iorfqu'il et 
cxpofant que Iorfqu'il entre dans le coefficient. 

Démonstration. 

Multiplier une fuite par fa racine > c'eft l'élever à un degré. d& 
plus ; or par cette augmentation de l'expofant on l'élevé à un de- 
gré de plus ; donc , &c. 

120. De même pour élever une fuite à une puiflfance quelcon-" 
que> iî fuffit de multiplier (on expofant, par tout où il fe trouve, 
par la quantité qui exprime le degré auquel on veut élever cette 
fuite. 

121. L'ufage des fuites eft très -facile par la formation des puif- 
fances ; il eft un peu plus difficile pour l'extra&ion des racines ; 
furquoi il faut remarquer ^ue la fuite devenant toujours alors in- 
finie, quelque nombre de termes qu'on prenne, on n'a jamais qu'u- 
ne approximation plus ou moins grande , félon qu'on prend un nom- 
bre de termes plus ou moins grand. 

Si on fuppofe » = f dans lequel cas a b = K a -\-b > on au» 
la fuite des expofans 

n.n — i.n — 2.» — 3.» — 4.» — y = 

± 1 4 r re 1 1 

3 • 3 • 3 • t • % • r 
qui étant divifés par la fuite des nombres naturels deviennent 

d'où il fuit que fanant les multiplications indiquées, on a pour 
fuite des coéfficrens 

Les expofans & les coefficiens numériques étant ainfi trouvés , 
on les fubftituera à la place des indéterminés^ 
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Traite 1 d'Algèbre; 

Exemple 

i 

De textra&ion de racine par le moyen des futteû 
Pour extraire la racine quarrée de a'- — x l , je me fers de la for- 
mule de Newton , & je fais »= ~. P Q = Donc? 

P* = / = a = A. 

=D 




X* 1 _ y* 1 * 



122. Du cajcul des expofans nous tirerons une Méthode géné- 
rale pour divifer an polinome radical par un binôme radical. 

Car toute la difficulté de cette opération conlifte à rendre ra- 
tionel le divifeur binôme , ce qu'on pourra toujours faire par Js 
moyen des Théorèmes fuivans. 

Théorème Premier.* 

123. Si on multiplie un binôme a" — Il par la fuite â" m 
+ a n - 1,n b m -+-a n — * m ù im -h a n — * m & m &c. 'conti- 
nuée jufqua ce que le nombre des termes foit égala le pro- 
duit fera a n b n : car 
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I. Part. Sect. I m . 

V— * + u*T* m P + * 9 -* m h % ».+ * % ~** h*", &c 

•- 

• B *~ — Ht mm . nt 

b X.a m — b 

_ 

/ + /-»r+r ,w r+r î "^, & c . 



• - n 

o • o — b 



Théorème II. 

* • • 

124. On démontrera de la même manière que la fuite 

toiultipliée par <a w * w donne pour produit 4" ti". * 

Dans ce cas , le figne de b n eft pofitif , ldrfque ~ eft un nombre 

impair. , # 

12 $. Un binôme radical étant propofé , fuppofez l'expofant de 
chaque terme égal à m , & n le plus petit multiple "de m , alors la fuit» 

a — + /-3n ,B ^"" 4m i 5W ,&C.d 0n . 

nera un radical compofé , qui , multiplié par le binôme radical 

o w +z b m 9 fournira un produit rationel. Ainfi pour trouver le ra- 
dical qui , mulrîplié par V~d — V~b > donne une quantité ra- 
tionelle ; je fais m = ~, ÔC comme le plus petit multiple de | eft 

l'unité , on aura n— j , Ôc par conféqient la fuite a n — m -+- a n ~ 1 m 

r +a n -* m b im t ôcc = a l -î ? + = a* 

H* a b 1 b 1 = V a* -*-Va b -H VIF qui, multiplié par V a 
r- k^T, donne pour produit a — 

Si on veut trouver le radical qui peut rendre commenfurable 

Va* ~*rVbî =^ T H- £ ? ; onauram=^ôc» = j , ôc par confè- 



rent a» - « - a" - * w T rH a" ~ 3 w f m , &c. = a' - * 

», • . . /— » 
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jo- Traite' d'Algèbre. 

_ a i - î b* •+- «' - U* — — 3 i* = «* — J $ 4- ^ 

». - - 

THEOREME IIL 

■ *. . . ' •* 

J 

126. Si* on multiplie îc binôme a m ±l b par la fuite 

le produit fera a ±=. b m : c'eft pourquoi il faut que » foit It 

moindre nombre entier qui puuTe rendre auffi un entier. 

t 

Démonstration. 

9 • • •» 

H I 

a 0 b x 

; * m — 

« — »— m , t » — i m , 1 ' - 

_ 

+- a o — a b y ÔCC. -r- & 

Le figne de £ fe trouve pofitif feulement lorfque — eft 

un nombre impair, & que le binôme propofé eft cl* •+• b. 

127. Si on propofe un binôme radical dont les termes ont difc 
férens expofans , fuppofez l'un m , &. Tautre / , âc prenez n égal 

au plus plus petit multiple de m bX de y- ; alors la fuite 

a n ~ m +ra*- im Û + a" ~ * m ^F?" 4 " &à 
donnera un radical compofé qui , multiplié par. le binôme 0? 
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, L Part. Sect. T. Vi 
+:b , fournira un produit rationel. Ainfi V- * — Votant donné, 

fuppofez m={ >/ =j ,&t -j- = j- , & par conféquent n = 3 , donc 

i— *•/.+./.-?"■ f ^ , +&c. a * 

* l/'ï 7 " qui , multiplié par t/T — \/ b , donne a" — b 
es — b\ 

Règle Générale 
Pour diviftr un polynôme quelconque par un binôme radical. 

1 28 . Le binôme étant repréfenté par a m ±^ prenez n le plus pe- 
tit multiple de m ôc -y-, multipliez le dividende *& le divifeur par 

S- m zta n - im b l +a n -> m b* l +a n -* m b* l +&c.&L\c produit 

du divifeur deviendra rationel & égal àa" h ; enfuite divifez 
tous les termes du dividende par cette quantité rationeile. 

Soit le polynôme V~jT — V~ï[-\r V~T~ à divifer par V T-\~ v / T" 
Je cherche par le«deuxiéme Théorème le multiplicateur qui rend 
le binôme rationel, & je trouve VIT — VIT, par lequel ayant 
multiplié le dividende & le divifeur , j'ai 

%/Tp — Vaq -Hy/ar— '>/frp -f- \f b q — y/Tr . 

& prenant c = a — b, je réduis cette fra£tion à 




s* 



Traite' d'Algèbre. 
Êxcmplçs en nombres» 



10 



4- V~ 



10 



! I 



= : , 



4* 



V 7 ig 



». -7=— = 



i/ 10 

✓ 4 —V* 

1 ■+* f^4~ '* 



2 yy •+■ v 20 -+■ 2 ktô. 



CHAPITRE YIII. 

raiforts^, proportions & progreffions. 



1 ^ appelle raifon ou rapport , le fondement de la com-; 

paraifon que l'on peut faire d'une quantité à une autre ; 
or on peut comparer une quantité à une autre, de deux maniè- 
res: i°. en confidérant leur différence -: 2 0 . en confidérant quelle 
partie l'une eft de l'autre : la première comparaifon fe fait par fouf- 
tra£hon , la deuxième par divifion. 

130. Le rapport fondé fur la première efpece de comparaifon 
s'appelle raifon arithmétique : c'eft la différence de deux gran- 
deurs , c'eff la manière dont l'une furpaffe l'autre , 



paffée. 



ou en eft fur-; 



131. Le rapport fondé fur la féconde comparaifon s'appelle 
géométrique; c'eft la manière dont une grandeur contient une au- 
tre , ou y eft contenue. 

132. Le premier terme d'un rapport fe nomme antécédent, ÔC 
le deuxième fe nomme conféquent. 

133. Les termes de deux raifons égales forment une proportion 
qui confifte dans la comparaifon de deux rapports* 



I. Part. S e c t. h !" 
134. Le premier & dernier terme d'une proportion font nom- 
més extrêmes , ôc ceux du milieu , moyens* 
* 1 3 j. Quand le conféquent de la première raifon fert d'antécé- 
dent à la deuxième, ce terme s'appelle moyen proportionnel, 6c 
la proportion eft dite continue. 

136. On défigne la proportion arithmétique de cette manie- 
* re , a, b : c , à ; ôc fi elle eft continue , -tt a y b f c. 

La proportion Géométrique s'écrit ainfi , û : b ; : c : d>. de. fi 
elle eft continue -~ a: b: c. 

Dans la proportion Arithmétique , comme dans la proportion' 
Géométrique . on lit a eft à b , comme c eft à d, Ôc pour la con- 
tinue fàcftk b, comme b eft à c. 

■ ■ » 

Desra}fonifproporthns&pro^eJ^mArithmétiqueu 

L E M M E, 

137. Toute raifon Arithmétique fe peut exprimer par a , a +rrf; 
car a peut lignifier le premier terme , ôc à la différence du premier 
au deuxième ; donc on aura pour fécond terme a -+- d, fi Je fécond * 
eft le plus grand , ôc a — d fi le fécond eft le moindre ; donc > ôcc. 

Théorème Premier". 

138. Dans toute proportion Arithmétique, la fomme des ex- 
trêmes eft égale à la fomme des moyens; ôc fi la proportiorï eft 
continue, la fomme des extrêmes eft égale au double du moyen 
proportionnel. 

D e m o k s X M a t 10 n* 

oit, i°, 1» proportion a-, b : c,g je dis que * -4- g = b-i-c ; 
car cette proportion fe peut exprimer ainfi a t a^ d: c 9 cztd ; 
or a -t-f^+d = a"q:d-+-c, donc a ■+■ g — b -+- c» 

2°. Soit ~a,b, c ; je dis que a -t- c = 2 b ; car cette propor- 
tion fe peut exprimer ainfi , -g- a t a +r d , a j± 2 d ,• or la fomme - 
des extrêmes 2a^+ 2 d — 2a~z+ 2d double du moyen propor- 
tionnel ; donc , Ôcc. 

m. 

G Hj 
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5i Traite' d'Algèbre. 

PROBLEME. 

• » 

.135. Trois termes d'une proportion Arithmétique étant donnés, trouvet 

le quatrième. 

Solution. 

Si le terme inconnu eft un des extrêmes, prenez. la fomme des 
moyens, retranchez-en l'extrême connu, le refte fcrajla valeur dç 
l'extrême inconnu. 

Si c'eft un moyen , prenez la fomme des extrêmes , retranchez 
le moyen connu , le refte fera le moyen inconnu. 

Si la proportion eft continue, la moitié de la fotnme des ex- 
trêmes eft le moyen proportionnel; & le doublé du moyen pro- 
portionnel moins un des extrêmes, vaut l'autre extrême. 

La démonftration eft évidente par le Théorème précédent. 

S'il manauoit deux termes à la proportion , le Problême feroit 
indéterminé , c'eft - à - dire , fufceptible d'un nombre infini dé fo- 
lutions ; ôc il faudroit donner une valeur à volonté à l'un des termes 
inconnus, «pour' trou ver celle été l'autre. - 

140. La fuite d'un nombre de termes qui font en proportion 

continue, s'appelle progrelfion. 

• ». 

Théorème IL 

141. Dans toute proereffion Arithmétique la fomme de deux 
termes quelconques également éloignés des extrêmes, eft égale à 
Ja fomme des extrêmes. 

Démonstration* 

Soient les premiers termes de la progreflion a,3-¥- d , a -h %i 
&c. ôc le dernier terme* , par conféquent lavant-dernier fera*— d, 
le dernier moins deux fera * — 2 d, Ôcc. de forte que plaçant le der- 
nier * fous le premier a , & ceux qui font également éloignés du 
dernier fous ceux qui font également éloignés du premier, on aura 

a, a-i-d, a-+-ad, a-h 3 d , a-\- + d — 
*,* — d y x — id 9 x — 3d,x — + d • 

fomme a + x, *-+-*, an-*, a-*- *,*«-»-*. 
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- Il eft évident que chaque terme ajouté à celui qui eft au-def- 
fous, donne pour fomme a x,\yï\ eft auffi celle des extrêmes i 
donc , ôcc. 

Théorème III. 

142. Dans toute progreffion Arithmétique » la fomme de tous les 
termes eft égale à celle des' extrêmes , multiplias par la moitié du 
nombre qui exprime combien il y a de termes. 

D EMOU 9V RAT ION. ' 

Par le Théorème précédent, la fomme de deux termes égale- 
ment éloignés des extrêmes eft égale à celle des extrêmes : or le 
ngmbre de ces fommes égales eft égal à la moitié du nombre des 
termes. Donc, Ôcc. 

Théorème IV. 

14?. Dans toute progreffion Arithmétique , le dernier terme 
contient le premier , plus la différence multipliée par le nombre 
des termes moins un. 

Dehonstr éJt ION,- 

Puifque chaque terme furpaffe fon précédent d'une différence 
commune, il eft évident que le dernier terme furpaffe le premier 
de la différence commune prife autant de fois cm il y a de termes 
après le premier ; donc il eft égal au premier , plus la différence mul- 
tipliée par le nombre des termes moins un. 
• 144. Si on défigne le dernier terme par ar, le premier par a, h diffé- 
rence par d, & le nombre des termes par», on aura* =4 -h» — 1 
x d = a-\- à n — d: donc la fomme des extrêmes*fera 2 a -t- w d 

— à , laquelle étant multipliée par * n , on aura 

pour la fomme de la progreffion. Par le moyen des trois Théorè- 
mes derniers, on peut réfoudre les Problêmes ordinaires qui regar- 
dent les progreffions Arithmétiques. Voyez (AnaV, 

De s raifons , proportions & progreffions Géométriques, 
itf. On appelle expoiànt d'une raL on (îéojnétrique , le nom- 
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5 6 Traîte* d'Algèbre; 

bre qui exprime combien de fois l'antécédent contient le confé-- 

quent, ou y eft contenu. 

1 45. On appelle raifon de nombre à nombre celle dont l'ex- 
pofant peut s'exprimer en nombre ; ôc raifon fourde ou irrationelle 
celle dont i'expofant ne peut s'exprimer exactement , ni par des en- 
tiers , ni par des fractions : par exemple , celle de.4 a : ~J\ cepen- 
dant deux radicaux ne font pas toujours en raifon fourde, parce que 
l'un* peut être double , triple , &c. de l'autre. On dit que quatre 
quantités font en raifon inverfe ou réciproque , quand la première 
contient la deuxième, comme R troiiiéme eft contenue dans la 
quatrième. , 

1*4(7. On appelle raifon compofée celle dont l'antécédent eft 
le produit des antécédens de plufieurs autres raifons , & le confé- 
quent le produit de leurs conféquens; ôc fi les raifons compofan- 
tes font égales la raifon compofée s'appelle doublée , triplée , ôcc 
fuivant le nombre des raifons compofantes. 

On appelle raifon double , triple , &c. celle dont l'antécédent 
eft double , triple , ôcc. du conféquent ; ainti il ne faut pas confon- 
dre les raifons doubles, triples avec les raifons doublées, triplées. 

Théorème Premier. 

148. Tout rapport Géométrique le peut exprimer par cette for-j 
mule a : « 

Démonstration. 

Ou l'antécédent contient le conféquent ? ou il y eft contenu ; 
i°. fi l'antécédent eft contenu dans le conféquent , j'appelle a l'an- 
técédent , & q le nombre de fois qu'il y eft contenu» donc a q fera 
le conféquent , puifque multipliant le quotient par le divifeur on a 
toujours le dividende. * 

2 0 . Si c'eftj'antécédent qui contient le 'conféquent fuppofant 
q une fraction , aq fera encore le conféquent, puifque multiplier 
un nombre par une fraction , c'eft le divifer. 

Théorème II. 

* • • . •* ■ 

T49 Toute proportion Géométrique fe peut exprimer par cetté 
formule a : a q i \b : b q , ou -rr a : a q : a q*. 

Démonstration. 

Une proportion *ft formée par deux raifons égales ; or la formule 

précédente 
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précédente exprime deux raifons égales quelconques puifqu'dles 
<ont le même expofant q ; donc , &c. 

Théorème III. 

I jo. Dans toute proportion Géométrique le produit des extrê- 
mes eft égal au produit aes moyens, ou au quarré du moyen pro- 
portionnel • 

Démonstration. 

Suppo&nt la proportion réduite à une des deux formules précé- 
dentes f on aura toujours a b q = a b q , ou a % q 1 =» a'- q % . 

• • • • 

Théorème IV. 

«!** 

if i. Deux produits égaux peuvent toujours former une propor- 
tion. 

Démonstration; 

Soient les produits égaux a à = b c > je dis que a : b : : c : à ; 
car divifant des quantités égales par des quantités égales, les quo- 

tiens font égaux ; donc ~- = ; ainfi réduifant ces deux 
fractions à leurs moindres termes = -î, donc a:b:\ c. d, . 

Exemples* w 

Produirs égaux. Proportions. 
ad — b d = c g c *~* »~* tttttvttt r . ttt<j — b:g-+- i ::c:d 

i — x l = a I — x : a : : i i 

X 1 -i— y 1 = i . • • ; ^-x -H y : i : x — y 

Théorème V. » 

i p. Les termes d'une proportion peuvent être rangés de plo* 
fleurs manières , làns cefler d'être proportionnels. 

« 

Démonstration, 

II y aura proportion tant que le produit des extrêmes fera égal 
au produit des moyens , comme il a été démontré dans le Théo? 
tême précédent. fl 
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Doncfi- a: kn c : d- . ->ad = êi 

en alternant a : c :: b : d- • • *ad = b c 

b : a : : d : c* • • -ad=s b c 
\b : d : : a : c • • • • a à ïmm b c 

en renverfant » • . . Je : a : d : b ■ - > • ad = b c 

\c: d a : b- • > -a d — bc 
d : b :: c : a- • • •<* d= bc 
en permutant ... .-. t. . . . . . ,à\c :; <j. . . ,ad=bc 

» C*-h£:£:: c-i-did- • > ad-\-b d=bc~\-bd 

en compofant, ou ajoutant < 

Ca—rb'.b:*c—d:d>'>ad — bd~bc — b& 
endivifant,oufouflrayant< . . . , , 

?a:a — b::c:c — d^-ac — ad=ac—bc 

^ •* . 

Théorème VI. 

i j On ne change raint la valeur d'un rapport en multipliant j 
ou divifant fes deux termes par une même quantité- 

4fc • Démons t r a t ion» 

Car cette valeur eft exprimée par l'expofànt , or l'expolant de- 
meure le même ; car (oit le rapport a : a q dont l'expolaut cil q v 
qu'on multiplie , ou qu'on divife l'un ôt l'autre par w, on aura. 

a : âq :; am: amq :: : ~£ ; donc , Ôcc 

^ Corollaire. 

ij4. Il ftfïc de là.aue les touts font proportionnels à leurs moi- 
tiés, à leurs tiers, à leurs quar$*.ôtc ôc réciproquement. 

Théorème VII. 

« 

1 f f. Une raifon doublée eft égale à celle des quarrés des ter- 
mes qui en font racines : une raifon triplée eft égale à celle des 
cubes des (§rmes des racines , &c. 
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Démonstration, 

S i a : a 0, : : b : b q la raifon doublée fera a £ : ab q x \ or 0 £ : 
£ f 1 : : a*\ a 1 q 1 : : b x : ^* , puifqiie ces rapports ont le même 
expofant q** 

Si a.aq ::b: bq : : c. c q la raifon triplée fera abc : abcqV\ 
or abc : a b c qï : : ai : al q* b3 : b* qi : : :cl<ql ; puifque ces 
raifons ont le même expofant qi. 

Théorème VIII. 

1 yô*. Si on multiplie f ou fi on divife les termes d'ane propor- 
tion par les termes correfpondans d'une autre , il y a encore pro* 
portion. 

Démonstration. 

Soient les proportions a : aq : : b : b q ÔC c : c p : : à : , en 
multipliant leurs termes correfpondans, on aura a-c : a c p q:: b d: 
b d p q y ce qui forme une proportion , puifque les deux raifons 
ont le même expofant p q. 

En divifant la première par la deuxième, on aura-^- : 

4" : ~7p » c l ui *° nt en P ro P ort i°a^ puifque les deux raifons ont 
pour expofant -f-. 

Corollaire. 

lf 7. Les mêmes puiflances, ou les mêmes racines de quanti- 
tés proportionnelles, font aufli proportionnelles. 
' Par exemple , fi a : b : : c : d, on aura a m : b m : : c m : <T ÔC 
V~a~ ': Ï^T" Î^T" : V~d . Car on peut regarder les puuTapces 
comme les produits des termes de la proportion multipliés une 
ou plufieurs fois parcux-mêmes ; & les racines comme des quo- 
tiens. 

Théorème IX. 

• ♦ * 

ij 8. La fomme^dcs antécédens de plufleurs raifons égales eft 
à celle des conféquens , comme un. antécédent quelconque eft 
à fon conféquent. 

Hij 
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Dbmo-n $t rat ion. 
Soient a : aq :: b : b q : : c : c q : : à : à q ; je dis que «4- $ 

Car a q ^ b q c q d q = a -t- b c *i- d y. q ; ot a-^rk 
ri- c -h d ; a -h b + c -t- d x q :: b : b y. q ; donc, ôcc. 

PROBLEME. 

7rwr ffr^j quelconques d'une proportion étant donnés f trouve* 
* quatrième. 

Solution. 

Si le terme inconnu eft un des extrêmes , divifez le produit des 
moyens par l'extrême connu , fi c'eft un des moyens, divifez le pro- 
duit des extrêmes parle moyen connu, ôc le quotient fera toujours 
la valeur du terme inconnu. (N,°. i jo.) 

Les règles de trois , règles de compagnie, ôcc. ne font que des 
applications de ce Problême ; toutes ces règles fouflrent peu de dif- 
ficulté quand la proportion eft dke£te; pour éviter l'embarras qu'on 
rencontre quand elle ne l'eft pas, on okfervera la règle fuivante, 
par le moyen 4e laquelle on les rendra toujours directes. 

iCo. Si le terme qui etf de même efpece que l'inconnu, eft 
plus grand que l'inconnu , ce qui eft facile à prévoir , formez la 
première railon des deux autres termes, de forte que le plus grand 
foit l'antécédent ; finon, qu'il foit le conféquent : par exemple, 
foit la règle de trofs fuivante à difpofer : fi trente hommes ont fait 
un certain ouvrage en 1 2 jours , combien faudra.-t'il d'hommes pour 
faire Je même ouvrage £n 18 jours. 

Je remarque d'abord qu'il faudra moins d'hommes pour faire 
l'ouvrage en 18 jours, qu'il n'en a fallu pourfe faire en 12; ainfï 
le terme inconnu fera moindre que le terme cqnnu de même efpe- 
ce ; c'eft pourquoi je prends 1 8 , qui eft le plus grand des deux au- 
tres pour premier terme delà proportion, ôc 12 pour le fécond 9 

& j'ai 18: i2::3o:*=-^4^. . 
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* Théorème X. 

\'6u Toute progreflion Géométrique fe peut réduire à la for- 
mule fuivante , • 

-rr a : a q : a q 1 : aqî : aq* : aql : aq 6 : a q 7 : aq % , &c. 

« 

• Démonstration» 

Une progreflion Géométrique eft une fuite de termes qui font 
en proportion continue Géométrique ; o* nous avons vu que la 
proportion continue Géométrique pouvok s'exprimer par-cette for- 
mule -H- a : a f \ a f ; donc , &c. 
• 

Théorème XI. 

terme quelconque d une progreflion Géométrique, eft 
égal au produit du premier terme par l'expofant élevé à une puit 
fancc du même ordre que le nombre .des termes précédens. 

Démonstration, . 

• 

Puifque l'expofant commence par multiplier le fécond terme , ÔC 
augmente d'un degré à chaque terme fuivant , il eft lur qu'à un terme 
quelconque , il y a autant de degrés qu'il y a de termes moins un , 
ou que le nombre des termes précédens; donc un terme quelcon- 
que eft égal au produit du premier terme , par l'expofant élevé à une 
puuTance du même ordre que le nombre des termes précédens. 

Corollaire Premier. 

* 

163. Si on appelle y le terme cherché, n — 1 le nombre p!es 
termes précédens , on aura la formule fuivante y = a pour 
la valeur d'un terme quelconque. 

' • • . * . 

Corollaire II. 

1 6$. Toutes les puiflances , ou toutes les racines fucceflives d'u- 
ne quantité font en progreflion Géométrique. 

Démonstration. 

- 

Si dans notre progreflion générale on fuppofe a = 1 , on au- 

Hiij 



Digitized by Google 



6% Traite' d' A i G E B R F. 

ra -rr i : q : q x : 4* : q* : ji : ôcc. & comme on peut regarder les 
racines comme des piriflances dont les expofans font des fractions, 
la même chofe ell vraie à leur égard. 

Corollaire III. 

< • 
î^f. Les différences entre les termes confécutifs d'une progreP- 
fion Géométrique, font en progreflion Géométrique. * 

Démonstration. 

Les différences entre les termes confécutifs de notre progreflion 
générale , font — a — aq : aq — aq*:aq* r—aqi*.A<p — aq* ; 
or ces termes font en progrelfion Géométrique , poifque chacun 
d'eux eft le produit du premier par l'expofànt élevé à une puiflfance 
du même ordre que le nombre des termes , ainfi.le quatrième ter- 
me a qi — aq 4 ' = a — a q x f3. Donc, &c. 

Théorème XII. 

166. Les produits de deux termes également éloignés des ex-' 
trêmes font égaux entreux , ôc au quarré du moyen fi le nombre 
des termes eft impair. 



Démonstration* 

Soit la progreffion -H- a : a q : a q 1 : a q* : a cf , ôcc. dont le der- 

y_ 



nier foit y , par conféquenr l'avant - dernier fera —, le dernier 



moins deux ~^r> &c. écrivant donc la dernière moitié de la pro- 

greffion ainfi énoncée fous la première , de forte que le dernier 
foit fous le premier, l'avant- dernier fous le fécond, &c. & multi- 
pliant chaque terme par fon inférieur on aura 

; : a : a q : a q 1 : a q x : a q* , &c. 

9 



ay , ay , ay , a y , a y. Donc , &c. 



DiÇitized by Google 



J. Part. Sect. E .'6$ 

Théorème XIII. 

x6-j. Dans toute progrefllon Géométriquè , k différence des 
deux premiers termes eu au premier terme , comme la différence 
du premier 6c du dernier, eft à la fomme de tous ceux qui précè- 
dent le dernier. 

Démonstration: 

m 

Il a été démontré ( Théorème IX. ) que la fomme des antécé- 
dens eft à celle des conféquens , comme le premier antécédent 
eft à fon conféquent; par conféquent, en renverfant, le premier 
conféquent eft à fon antécédent, comme la fomme des conleV 
quetis eft à celle des antécédens. 

M q : a : : û f -|r a ■+■ a f ■+• 4 : a f-H a q % a <p , 6c en 
fouftrayant<*# — a:a::aq* — a:a-ha q-k-aq % ~\-aq\ Donc,ôc«. 

Théorème XIV, 

168. Dans toute progrefllon* le«premier terme eft au troifiéme, 
comme le quarré du premier eft au quarré du deuxième ; le pre- 
mier terme eft au quatrième, comme le cube du premier eft 
au cube du deuxième : en général, deux termes éloignés 'd'un in- 
tervalle quelconque font entr'eux comme deux termes voifins 
quelconques élevés à une puiflance qui auroit pour expofant le 
nombre qui exprime l'intervalle. 

Démonstration* 

« : aq x : : a 1 : a 1 q 1 , puifque l'un ôc l'autre de^ ces rapports y 
pour expofant q 1 : de même a : aq* :: a* : ai q x , à caufe de Tex- 
pofant qi : enfin aq" & aq r défignant-deux termes quelconques , 
dont l'intervalle eft r — m, 6c prenant pour termes confécutits aq n 
& a q n ■*" 1 , on aura cette formule. 

. a f :af :: a r - n q nr - n * :ar- n q~^~ n 

On réfoudra dans l'analyfe les Problèmes fondamentaux qui re< 
gardent les progçelTions Géométriques. 
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SECTION II. 



CHAPITRE PREMIER. 

De ï Analyse» . 

ïtf. T 'An al y s e eft l'art de réfoudre les Problêmes. 

\_j On réfout les Problèmes par le moyen des équations; 

170. Une équation eft la comparaifon de deux quantités égales- 
On appelle membres d'une équation les deux parties léparées 

par le iigne ==. 

171. Or une équation donne la valeur d'une inconnue , lorfqué 
celle-ci fe trouve feule dans un membre de l'équation : & cette va- 
leur eft connue, fi toutes les quantités qui fe trouvent dam l'autre 

membre font connues ; ainfi fi je trouve x = -tjf. = 8, j'ai une 
valeur connue de 

Nous allons donner les règles néceflaires pour dégager une in? 
connue, ou pour trouver fa valeur, ce qui eft la même chofe, : 
après avoir rappellé.les Axiomes fur lefquels ces règles, & même 
toute I'analyfe , font fondées. 

Axiomes. 

L S? a des quantités égales , on ajoûte des quantités égales i 
les touts font égaux. • 0 

IL Si de quantités égales, on retranche des quantités égales i 
les reftes font égaux. 

III. Si on multiplie des quantités égales par des quantités éga- 
les, les produits font égaux. 

IV. Si on divife des quantités égales par des quantités égales, 
les quotiens font égaux. 

V. Si on élevé des quantités égales à des puhTances égales , ou 
fi oh tire les racines égales de quantités égales, l'égalité fubfîfte. 

.172. Oa 
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'17a. On pourroit renfcmier tous ces Axiomes en un feul , en 
difant que fi on fait les mf^ts opérations fur l'un & l'autre mem- 
bre de l'équation on ne trouble point l'égalité. 

173. On pourroit aufli renfermer les règles fuivantes en une feu- 
le , en difant que pour dégager une inconnue , il faut faire les opé^ 
rations contraires à celles par lefquellcs elle elt engagée. 

Règle première. 

174- On peut tranfporter une quantité d'un membre de l'équa- 
tion à l'autre en changeant fon ligne. 

Si x — a — b y je dis que x — b •+• a ; car , par le premier 
Axiome, x ■ — a -f- a = b -+- a; donc, en réduifant le premier 
membre , x = b -+- a. 

Si x a-=. b , je dis que x = b — a; car, par le deuxième 
Axiome, x -h a — a = b*— a ; donc, en réduifant le premier 
roembr^, x == b — a ; Donc , ôcc. fc 

* ' Règle deuxième. 

17?. Si l'inconnue eft divifée par quelque quantité, on la dé- 
gagera en multipliant toute l'équation par ce divifeur. 

Soit -~- = b 4- S ; donc , par le troifiéme Axiome , -j- x b 

= hi+jxi, c'eft -à-dire, x==££-4-r£.De même , fi on a 

-—-+-4,— 10, on aura , parle troifiéme Axiome, x 4-20= yo; 

& par la première règle , x — $0 — 20 = ?o. 

Par le. moyen de cette reele on peut délivrer de fractions une 
équation ; ce qu'on po.urra abréger, quand il y a beaucoup de frac- 
tions , en multipliant tout d'un coup chaque terme par le produit 
des dénominateurs de tous les autres. 

•■ 

Exemple. • 

y- ~ — b as ~ j donc ( troifiéme Axiome. ) x x 3 c -f- * 

x s* c — ifrx^astfxijioujfAî + yfX — i$h f=ri; a; 
ou 8 c x = ï $ b c -h 1 $ a. 

Règle troifiéme. 

\-j6. Si l'inconnue eft multipliée par quelque quantité, il faut di- 
vifer toute l'équation par ce multiplicateur. 
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Si 3 x -4* 12 = 27 ; donc ( quarté au Axiome ) x -h 4 — 9 x 
& (Règle première ) x = 9 — 4 — 

Sid**-4-2d£ = J-f* , donc ( quatrième Axiome ) x -h 2 b = 

& (Keg/e première) x — 2 b.. 

Régie quatrième. 

177. Sî l'inconnue fc trouve comprHe dans quelque radical ,, 
faites paifer dans l'autre membre tout ce qui n'eft pas compris fous 
le figne radical , ôtez le figne radical, & c'ievez l'autre membre à la 
puilTance indiquée par, l'e.xpofant du ligne. 

§i V.^ x -+- 16 == 12 ; donc ( cinquième- Axiome) 4 a: -4t j 5 
= 144.; donc 4* = 144 — i<* = 128 ; donc x — — 32* 

Si ✓û x"+ï t — f ài donc v/M^t 1 = ^ -4- r ; donc 

0+^=^+2^ + f* } a **= 4* «4- 2 4 C -fc- f'" —^7" 

<f 1 ^/ r ->- r 1 — i» * , 
A* = - • • 

o 

Si y a- x — Y 1 * = a ; donc a* .y — £ s a: = *3 ; donc a: 

" ' - *. , • • 



Règle cinquième.. 

178. Si les quantités qui contiennent l'inconnue forment quel- 
que puiffanec complctte , comme, un quarré , un cube , &c. il faut 
faire enforte que cette puilTance foit feule dans un membre de l'é- 
quation, & extraire dans l'un 6c Tautre membre la racine de cette 
puuTancc : par ce .moyen , on aura une équation plus finale. 

Exemples. 

Si x* -4- 6 ■+■ 9 — 20; donc ( cinquième Axiome ) x -4- 3 

; Si a? 1 -i- a x H — ^- +f=t l ; donc ( première) x 1 -H a At 

-h -h^t === — donc {cinquième Axhme ) a* -4- = ✓ 6* — c £ 

Si a * -4- 14 x -+- 4p = »2i ; donc x -4- 7 = z± 1 1 ; & at 
:*=zt 11 — 7 = 4, ou — 1 18. On a mis les deux lignes -4-'& 
— avec 1 1 , parce que le quarré -4-121 pouvoit avoir pour racine 
-4* i « > ou — 1 1 ; c'efl cette différence de figne qui nous a donné 
le* deux valeurs de x , 4 ou — 18. 
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Règle Jîxiârtc- 

» 

• T7p. Toute proportion fournit une équation, parce que dans la 
proportion Arithmétique la fomme des extrêmes eft égale à celle 
des -moyens, 6c dans la Géométrique, le produit des extrêmes eft 
égal à celui des moyens. 

Si 12 — x : : : 1 ; donc 12 — x = 2 x,. ôc ? * == 1 2 , 

*C X = 4. 

Si 20 — M : .v : : 7 : 5 ; donc 60 — % x = 7 a: , '6c 60 10 x^ 
ôc .y = 6. 

Jfrg/f feptiéme. 

1 80. Quand la même quantité fe trouve dans les deux nombres 
d'une équation , Pi elle a rriême figne ôc même coefficient, il faut 
l'effacer de part Ôc d'autre : fi elle a même figne ôc différens coëf- 
ciens, il faut If confervet avec la différence des coëfficiens, feu- 
lement dans le membre où étoit le plus grand coëflicjfint : s'il y a 
différens lignes, il faut les joindre dans le même Membre, en 
changeant le figne de la quantité tranfpoféc. Cette règle n'eft 
<ju'un abrégé de la première. 

Exemple. 

■ . • • 

Siix-*-h = a<!+-b; donc }x=a,ècx = ^ r 

Si 4 y '«fc y £ = 2 a — s b ; donc $y — 2^=2 Vf /8c 

y = 1 » 

Si 3 y — $b = a b } donc 3^—0 -4r 5 b 9 & y 
■ • • 



Règle buiti 

181. Si tous les termes d'une équation font multipfiés par ïa 
même quantité , il faut les divifer par cette quantité : 6c s'ils font 
tous divifés par une même quantité , il faut les multiplier par ce 
divifeut commun, c'eft-à-dire , qu'il faut l'effacer. 

Si 3«jf + j«i = 8 a* s donc 3 x -+- ; b = 8 r, ôc * =s 

Se — * b • 

i • 

13 



Digitized by Google 



C% Traite' d'Algèbre. 

Si -h -J- -y- j.donc 2 x -+■ 8 = \6 , ôc x = 4. . 

JbgA neuvième. 

182. Dans une équation on peut,à une quantité , fubftixuer fon 
égale. 

Si 3 * -\-y ssss a-t, Ôc^r = 5 ; donc 5 * -h p = 24. & x j 
= g. Ôc x = 5. 

Si 3 y •+- S x = 120, &jr =■ 5 *; donc 15 * -h S * = 120. 
20 .v = 1 20 , & x = 6. 

Si a x — 2 by = a 1 , ôc y = 3 c ; donc 0 # — 6 b c — a 1 > 



De la Résolution des Équations 

DU PREMIER DEGRÉ. • 

1 F 3. Or^fcppellc équation du premier degré celle où l'inconnue 
n'a qu'une dimenfion; équation du deuxième degré celle où l'in- 
connue eft élevée au quarré;du troifiérrîe , celle où l'inconnue eft 
élevée au cube : en général , le degré de 1 équation fe compte par 
celui où l'inconnue y eft élevée. 

Réioudre un Problême , c'eft trouver la valeur , ou les valeurs 
de toutes les inconnues qu'il renferme ; pour cet effet , il faut avoir 
autant d'équations qu'il contient d'inconnues différâtes ; or on 
forme ces équations parle moyen des conditions du. Problème , 
ou de quelque. vérité connue d'ailleurs. Les obfervations fuivantel 
faciliteront aux Commençai* letabliflemeut de ces équations. 

i°. Il faut fe former une idée claire de l'état de la ouefiion. 

2 0 . Il faut négliger tous les termes fupcrflus dont if qneftion fer 
trouve chargée, ôc ne faire attention- qu'à ce qui eft quantité, ou 
rapport de quantité. 

3°. Il faut traduife la quefiion du langage de- l'énonce dans le 
bagage Algébrique, déngnam, félon l'ufage , les quantités con- 
nues par les premières lettres de 1 alphabet , ôc les inconnues par 
les dernières. 

4°. Il faut éviter de multiplier les inconnues fans néceflîté , 
c'eft à-di;e, que fi on a dé igné une inconnue par .y, ôc qu'on en 
ait i:n: autre qui en foit dojlle, tr':ple, 6cc. 0:1 la déffgnera par 
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2 x | 5 a: , ôtc. Si la féconde étoit un tiers , ou un quart de Ja 
première, on la défigneroitparjx, ôcc; fi un nombre comme 
100 eft partagé en "deux parties inconnues, dont on ait appelle 
une * , l'autre fera 100 — fi on a trois quantités en propor- 
tion continue Géométrique > dont la première foit a , le moyen 

proportionnel y, le troifiéme terme, s'il eft inconnue , fera 

Exemple premier. 

Si la fomme de deux quantités inconnues eft - • • >6o 

cette condition s'exprimera ainfi x-+-y = 60 

Si leur différence eft 24, cette condition donnera- • 'x — ^==24 

•i leur produit eft 1540,011 aura = 164* 

Si leur quotient eft 6 , alors - • • • 

Si elles font entr'ellcs, comme 2 : 3 /on aura x :y :: 3 : a> • 

ou 2 x « 3 

Exemple deuxième, 

Problemf. Un homme étant interrogé au fujet de fon âge, 
répond : frdu triple de mon âge vous retranchez 16 ans, Vous au- 
rez un nombre qui fera autant au-deflus de cCnt, que mon âge eft 
au-deflbus. 

Pour mettre ce Problême en équation , i°. on néglige les ter- 
mes fupcrfîus, c eft à-dire , qu'on ne fait point attention (1 un hom- 
me eft interrogé , t s'il eft quel ion dannées, ou dautres quantités; 
ôc on le réduit à celui-ci qui ne renferme que des nombres, ou 
des rapports de nombres. 

Trouver un nombre dont le triple moins 16 furpaffe 100, com- 
me 100 furpafte le nombre cherch^. 

Et comme le Problème ainfi énoncé, donne une proportion corv- 
tirtue Arithmétique, je nomme x le nombre cherché , ôr j'ai . 

-.V 3 x — ^*ioo,x; donc +x — 16 = 200. 

# . Exemple trâfôme; . • 

Problème. Un Marchand dépende tous les ans 10c loins, 
6c augmente le refte de fon bien d'un tiers, au beat de troi§ ans, 
il fe trouve deux fois plus riche qu'il n'écoit au commencement 

... 1 îij 
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de la première année ; on demande avec quels fonds il a com- 
mencé , & quel était fou bien au bout de la troifiéme. 

Quoiqu'il femble d'abord qu'il y ait ici deux inconnues, cepen- 
dant il n'y en a qu'une , puilque connoiflant les fonds avec lef- 
cjuels il a commencé , on trouvera , en doublant , ceux avec les- 
quels il a fini. 

Pour réfoudre ce Problème , f appelle x le Lien avec lequel il a 
commencé , & je fuis pied à pied les conditions du Problème , 
comme il s'enfuit» 



Un Marchand a un cer- 
tain nombre de louis • • • • x 
dojjjt il dépenfe 100 louis •# — 100 

il augmente le refte d'un * 

tiers .... * — i oo H == y* — 

Ja deuxième année il dé- 

r i 4 x — 400 4 x — 700 

penfe 100 louis 100 = - — 

il augmente le refte d'un 

4 x — 700 , 4»— 700 16 x — 180» 

tiers • H = 

la troifiéme année il dé- 

r t • # lé M 1800 i<*f — ?7oo 

peufe 100 louis 100 == ~ — 

il augmente le refte d'un 
tiers * • ♦ • 

. . 9 17 17 

il fe trouve deux fois plus * 
riche = 2 x 



Kx— yoo ■ \fiK — 37P O <4*~ 14800 



184. Quand un Problême dû premier degré ne contient qu'une 
inconnue , après l'avoir mis en équarion, il fuflit, pour le résou- 
dre , de dégager cette inconnue , ce qu'on pourra toujours faire 
par le moyen des règles que nous avons donné pour cet effet. 

Reprenons l'équation que nous a fourni le deuxù^ne exemple 
4-vc — 1 6 = 200 ; donc { Régie première ) 4 x — 2 1 6 ; donc ( Rigte 
tro/Jh'me) x = y 4., c'eft-à-dire , que l'âge cherché eft 5+ ans. 

Le.troifiéme exemple a donné l'équation ** * ~~ l ** c ° = a'* ; 

4onc .( Règle deuxième ) 64 x — 1 4S00 = y 4 x ; donc ( Règle pre- 
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I. Part. Sec t. IL 
miere ) 6$ x — ?4 x = 14800 ; donc 10 x = 14800; donc 
( Règle deuxième) x — 14&0- 

PROBLEME. 

18J. Trouver un nombre qui étant ajouté à 4 d'une part, <k* 
de l'autre multiplié par 4 donne un produit triple de !a fomme- 

Je cherche tin nombre x 

qui ajouté à 4 donne x -t- 4 

multipliéfar 4 donne 4 * 

Le produit eft triple de 1* fomme,. donc la fomme prife trois 

fois eft égale au produit 3 x -h 1 2 = 4 .v ; donc ( Kfç/f 

première ) 1 2 = 4 x — 3 x= * ; car 1 2 -f- 4 = 1 <5 , & 4 x 1 2 = 
-48; or V- 

Quand les Problèmes contiennent plufieurs inconnues, il y a 
trois Méthodes différentes pour les réfoudre : la première, par la 
fubftitution des valeurs de l'inconnue ; la deuxième , par la conr- 
paraifon de deux valeurs de la même inconnue ; la trOifiéme , par 
addition ou fouftrattion des^iquations. Nous allons expliquer cha- 
cune de ces Méthodes en particulier, & enfuite nous en ferons 
l'application dans la réfolution des Problêmes. 

PREMIERE - MÉTHODE.. 
Par fubfitution. 

186. Après avoir formé les premières équations, on dégage une 
des inconnues , & on fubftitue fa valeur à la ,place de cette in- 
connue dans les équations fuivantes où elle fe trouve , ce qui don-* 
ne d'autres équations , qu'on appelle deuxièmes, où cette pre- 
mière inconnue ne fe trouve plus; enfuite on prend dans une de 
ces fécondes équations la valeur d'une des autres inconnues, qu'on 
fubllitue de la même manière à fa place dans les autres, ce qui 
donne des équations troifiémes; on continue d'opér-er ainfi juf- 
u'à ce qu'on n'ait plus qu'une équation ôc qu'une inconnue : alors 
égageant cette dernière inconnue , on a fa valeur toute exprimée 
en quantités connues; on fubftitue enfin cette dernière valeur, 
dans la dernieçe valeur qu'on avoit trouvée , celle-ci dans la précé» 
cédente , ôc atnfi de fuite, jufqu a la première , ce qui donne la X>*- 
ktîon complète du Problême. 



7* 



Traite* d'Algèbre. 
PROBLEME. . 



187. Connoiffant la fomme de trois quantités prifes deux à deux , 
trouver chacune de ces quantités. 



Solution par substitution 

J'appelle les trois inconnues x , y, z. 
Je fuppofe la fomme des deux premières* 
la fomme de la féconde &. de la troifie'me 
celle de la première ôc 4e la troiiiéoie • • • • 

Equations p/em'etft. I ra!fvrt. 

x -{-y = a x=a — y. 

y ■+■ z = b 

X z == c 



Eqiiï'iom fttraitrtr. 

•x 9 -hy = a 
y-hz=b 
x-+- z = c 



■' 



Equitlom dcuxltmei. 

y -H z = b 
a — y -+■ z = c 



a — b-t- 2 z = c 

2Z = C — 



y — b — z. 



c — s -+-b 

— ! •» 

i 

-f-4-fl ft 



b — e-hs 



y^b 

* » i 

- b-i-c - a 2 a - b-k-c ~a a-b-hc 
x = a — = 



SECONDE MÉTHODE. 

Par comparai/on de valeurs, 

188. Après avoir établi les premières équations, on dégage la 
même inconnue dans deux équations différentes, ce qui en donne 
deux valeurs qui , étant égales à la même quantité , (ont égales en- 
tr elles ; c'eft pourquoi on en forme une équation , d'où l'on tire la 
valeur d'une autre inconnue , on prend une autre valeur de la 
môme dans une des premières équations dont on n'avoit point en- 
core fait ufage; & on continue ainfi jufqua la fin. 

• , Solution 



•t Part. Sect, IL 



Solution du Problème précède n t. 
Par comparaifin de valeurs. 



*-+-y = a. 
x ■+• z — c 








z — — z 

• 


'mm***** 

■ • 



TROISIEME MÉT HOTTE' 



Par addition ou foufîraftion d'équations. 

■ 

189. Après avoir mis le Problême en équations, on prend 
<3eux équations dans lefquelles fe trouve la Jnême inconnue , 6c 
fi cette inconnue a le même figne dans Yu%c & l'autre, ou fouftralt 
une équation de l'autre s c'eft-à-dire, le premier, membre du pre- 
mier membre; & le fécond du tecond, mais fi l'inconnue qu'on 
veut faire évanouir à différens lignes, on ajoute le premier mem- 
bre d'une équation au premier membre de lauu-e> & le fécond au. 
fécond. 



. - -V: 1 : 



] 
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gjf' Traite' d'Algèbre; 

Solution du memi Problème; 

a • 

Par addition & par foujlra&ion féquations. 
X+y = a 



ajoutant la première 6c la troifiéme on 3 

2 x *\-y H~ z == a c 
mais par la deuxième 

donc 2* + ^ = " + f. &^*= 

retranchant la troifiéme de la première 

* "*V — * — Z — z = a~ç 

mais par la deuxième . .y z = £ 

donc ajoutant, j'ai a y = a '— c -f- *. .y =ç - 

fouftrayant les mêmes 2Z = ô^/J + f.2= 

. • * _ 

Les deux premières Méthodes font générales ; on voit à Tinf- 
pe&ion des équations quand h troifiéme peut avoir lieu : elle efr 
ordinairement plus exp edidve* 

Pour exprimer les quantités connues , nous nous fommesfërvi 
de cara&eres Algébriques préférablement aux chiffres , & nous 
continuerons cet ufage , auquel il eft bon que les Commençans 
s'habituent, parce que les opérations en font moins fujettes à er- 
reur, & que les folutions font générales. Cependant je confeille de 
répéter dans les commencemens les mêmes opérations avec des 
nombres ; ou d'en fubftituer après la folution du Problême* 



I. Part. S ect. II; 7; 

PROBLEME, 

£po. Partager un nombre donné en deux parties telles que le cinquième. 
■ de furie , plus le tiers djQautre ,foient égaux à un autre , 

nombre donné* 

S o lu t 1 o«n; 

J'appelle le nombre à partager a, une de fes parties * , par conti 
laquent l'autre fera a — x ; le lècond nombre donné fera b. 

« . 

* 3 



^a— - if b = 2x 
„ ?« — »** 

X — — 1 



Si * = £«15, on aura *te LSL*»rpJl5iL 

Si a = tf 0 , 6c b a *o; on aura * - *«to-«Txt* 
te Jfl^ISÎ. «oj&rt — *«**o-.— o — tfoiorf-f-^ 

«==20. 

Si a = tf 0 , & * = 30, on aura y .Là. l**£ZJÎ2Ut 

or = -i;+4y = 3Q. 

Quelqu'autre nombre qu'on fublHtue à la place de aJk de b+ 
la folution Algébrique trouvée contiehdra la folution arithméti- 
que , parce que l'Algèbre , dans h généralité , contient toutes 
les folution s pofliples. 

• K ij 



itSeflby G 
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T r à î î e' d'Algèbre; 
PROBLEME. 



ipi. Conwijfam la fomme & la différence de deux quantités} 
trouver chacune d^es quantités* 

SOLUT^N. 

Soit la fomme a, h différence d, les deux quantités x,y\ don4 

. *-*-y = a 
x-~y = d 



% x = a-ird 



en ajoutant. • 
fou ftray ant la deuxième 
de la première» . . • ...2y = «— d 



1 ■ 



192. Gette foktion fournit un Théorème auqueHl faut faire at«i- 
tention! , parce qu'il eft de grand ufage : ceft que la plus grande de 
deux quantités eft-égaleà la moitié de leur fomme plus la moitié 
de leur différence > & la moindre eft égale à la moitié de leur fom? 
me moins la moitié de leur difTéfcnce. 

PROBLEME. ■ 

153. ConnoiJJant la fomme & 1e rapport de deux quantités} 
connaître ces deux quantités» 

".Solution. 

• r Sok la fomme a> les deux quantités xtey , leur rapport celui, 
.de b : c. Donc 



*-*-y=*a 

X l 'y : : b : è 



ex = by 



x — a — y 
b 

x ~ 



. ae — cy=by 

a t 

y — pét . 



T. Par t. S e ct. I T. 
PROBLEME. 



?1 



jp*. Deux Bombardiers revenant de batterie, le premier dit au 
deuxième ,fi j'avois tiré 4 bombes de plus , & toi 4 de moins , j'en 
aurais tiré autant que toi; le deuxième répond, fi j'en avois tiré 4 de 
plus , & toi 4 de moins , fen aurois tiré le double de. toi ; Geft-à-dire % 

Trouver deux nombres , dont le premier plus 4 , foit égal au deuxième 
moins dont le deuxième plus ±,foit double du premier moins 4. 

Solution. 

■ 

Dcfignant le premiec par x , le deuxième par^, on aura: " 

— 4 



>>-4-4=^* — 4x2 = 2 x — 8 



x =jy — 8 
x = ^y-h 6 



a x = y -h 12 

> — 8=TJV H-o-.i> 



14, y =a8. x 



ao 




Si au lieu de 4, on mettoita, la folution deviendroit générale 
pour tout autre nombre qu'on pourroit fuppofcr au lieu de 4; 6c 
«n auroit 



y H- a — 1 x — 2 a 



:y—2* 



y-ha = 2 y—6a* 

7 a =_y. ôc * = 7 « — 2 a 



S* 



Ce qui donne pour le Problême précédent; ^=7x4 = aZi 
M == y x 4 «= ao. . 

Mais pour donner à ce Problême- une plus grande généralité f 
je l'énonce ainfi. 

• * . • • ' • . 

Trouver deuxnombres, dont le premier plus une quantité don* 
née , foit dans un rapport donné au teçond moins, une quantité don- 
née ; & dont le fécond plus une quantité donnée , foit dans 
lapport donné au premier moins une quantité donnée. 
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Traite* d'Algebuï; 
Solution. 



x + a: y — b '.: m:n 

y ix — d: : f: g 



n x an = m y — bm 
gy -*-cg = f* — df 



nx=*my — an — bm 
fx = gy-hcg + df 



Xi 
X: 



m y — ë.n — bm 



m y — * « — b m 
n 

jO±S£±JJL 

» 

gy + Cg+df 



fmy — afn~-fbm=gny + cgn + dfn: 

Ici je vois que/ my eû plus grand que gny ; puifoue pouf 
former l'équation , il a fallu retrancher du premier , ôc. ajouter au 
deuxième , ainli je tranfporteg ny dans l'autre membre, ce qui 
me donne " \ 

f m y — gny = c gn-± à f if ■+■ *f '» -h b fm> 

cgn + dfH + afn-^bfm 



/» — g» 

i*y — «a — bm- egm-hdfm-htgn-hbgm 



fm — g n 



Pour le Problème des Bombardiers, on fuppbferoit ici a =i 
«= c = d = 4, m = n = i ;/= *.g = i, 

Quelque autre quantité qu'on veuille fuppofer , on trouvera tou* 
fours la iolution convenable , pourvu qu'on ne fade point de fup- 
politions contradictoires , c 'eft-à-dire , pourvu que lune fuppofant 
une inconnue plus grande aue l'autre , quelqu'une des aunes ne 
fuppofe pas c-u elle eft moindre,. 



I Part. S e c t. II; 
PROBLEM E. 



\pe. Un homme fat font t aumône, trouva quil lui manquoit 10 fols 
four donner $ fols à chaque pauvre , mais leur ayant donné feule* 
ment chacun 4. fols , il lui rejla $ fils ; on demande le nombre des 
pauvres & celui des fils* 

SO EUT I O N. 

Soit le nombre des pauvres * , celui des fols y , donô 



7= 



fX — 10 
4* H- S 




*=*=ie 



PROBLEM E- 

ConnoiJJant la viteffe de deux mobiles, & ï intervalle des temps à* , 
des points de leur départ : déterminer leur peint de rencontre* 

Solution. 

m 

Les mobiles peuvent aller dans.le même fens, ou dans des fensf 
©ppofés ; ainfi le Problême a deux cas : dans l'un ôc l'autre , je fup- 
pofèrai la vitefle égale à lefpace parcouru divifé par le temps , ce 
qui fe démontre en méchanique; je fuppoferai de plus , que lè mo- 
bile A a une vkeflTe capable de lui faire parcourir lefpace c dans 
un temps Ôc le mobile B celle de parcourir l'efpace ddwis le 
lemps g; j'appellerai e l'intervalle des lieux , ôc h celui d^s ternes*- 

» 

Premier Cas. 

S'ils (ont mus dans le même fens, ôc que le mobile À foit d'à-' 
bord plus éloigné du but : appeliez cette diftance x, Ôc vous aurez 
pour celle de B,* — r.Et puifque A parcourt lefpace c dans le 

temps f, on aura c: f :: x : Et puifque B parcourt îc£ 

pace d dans le temps g > on aura d-.gwx — e : x ~ , ge ' '> ainfi 

J~ fera le temps employé par A ; ôc g * ^ ge fera le temps 
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L Part. Sect. IL* ir 
le temps & B le temps g ' "J g3> « Au pluT court de ces. 

temps , ajoutez la différence h , par exemple , a -^-ffi B part 

le premier , êc vous aurez ^~ H- ^ =* * ' "j" ** » donq 

Si A part le premier , ajoutez A au temps de B, & vous 
J± = h-j- g> 7 gX -, donc * = 



Exemple. 



Si deux couriers éloignés de ; 9 milles marchent l'un vers l'au- 
tre de forte que le premier A fait 7 milles en deux heures , ôc lë 
deuxième B 8 milles é/i trois heures , & part une heure.plus tard;, 
on demande le chemin fait par A avant o\î rencontrer B : met- 
tant c — •j t f=2 i d=S,g=3,e — $9,h=3 1 ; on aura 

x _ e g * H- e d h 7 x | x t> + 7x 8x1 it»f . , _ f 

& * — * = — 3f = 24. 

PROBLEME. 

^57. Trouver deux nombres dont la fomme joit la ftxiéme partie' du 
produit, & qui [oient entre eux comme trois efi à deux* ' 

Solution, 



1 * y 



x : y : 



2 



xy=6x 
x y — 6 x 



y — 6 x x 
2 x = 3 y 



6y 
6y 
6y 



<y 



y — ê 



h 
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, '*9 _ 3 y 

30 == 

- - , 3 x T0 __ m M 

"ïpS. Lorlqu*on a. deux équations , dont l'inconnue eft élevéd 

à différentes puiflances , fi on ne peut réduire la plus haute à 1* 

joindre, jl faut élever la moindre à la plus haute 

• * • 

PROBLEME. 

Connoiffant la fomme de deux quantités , & la différence de 
^ leur-quarrés , trouver ces quantités» 

Solution. 

Soient les deux quantités x & ^ > leur fomme d , & la difféy 
rente de leur quarré d. 



x *+-y = a 



a— y 



9c x = a 1 — a a y -i-yï 
x* = d-i-y* # 

é -h y* = a* — 2 a y *+-y* 
4—a x — a a y 

ptay — a* — d 



«* -4- i 



— r» 
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J, Part. Sec.t. II; 
PROBLEME. 



300. ConnoiJJant le rapport de deux nombres & la différente de hue) 
tube , connoîtrt ces deux nombre*? 



SOLtTTl ON, 



Se : y : : a : b 
xi — jy? == d 



xi 



Si 



d+yS 



a*yr 
h* 



Olyî hlyl = dbl 



. - • 



* = 



R £ R g U EL 



ao 1. S'il y a trois équations, 6c que la même inconnue s'y. 
trouve répétée*, cherchez-en trois valeurs, comparez h première 
avec la deuxième , 6c la première avec la troifiémé ; ces deux 
dernières équations fourniront encore deux valeurs de la même 
inconnue } dont la comparaifon achèvera U folution du Problê-. 
me-- . - • '1 



Si 



T*aitï' d'Algeiii; 



Exemple* 








a? = la 


— y 


— ? 


a? H- a>4«3z = ao 


* = 20 


— ay 


— 3* 


~ X z s=. 5 
3 1 


*=i8 


12. 


3Z 



18 — 



12 — y — .,* = 

z — y — -2 = 20 



— 2j — 3r 



— 3 s * 
.jfaofr— ** 



4. 32 ^ 2 = l8 — 12- 

2 — 2 .y — 22=3* — 2* 

8 — 22 = 12 — ^2 

£2 22=12 — 9 

2 2 = 4 ... 2 = 2 
>==8— 2Z=4 
* = 12 — ^ 2=6" 

©n peut fouvent éviter des opérations longues & difncilès , err 
cherchant non les quantités inconnues, mais quelques autres qui 
ont avec elles un rapport connu, c'eft*à-dire, qui, étant une-, 
Ibis connues , donnent la connoiflance des inconnues proppfécs.. 

PROBLEME. 

. .... . . , 

W la femme de deux auanthés & la femme de léurr 
( s, trouver les deux quantités. 



Solution. 

feu feu de coniidcret les deux inconnues; je ne çonfidere que: 
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leur fommë & leur différence : j'appelle leur fomme , "qui eft con- 
nue , 2 a , & leur différence , qui eft inconnue , 2 z , or nous avons 
vu (N*. ip2. ) que la plus grande de deux quantités eft égale à 
la moitié de leur fomme plus la moitié de leur différence > 6c 
que la moindre eft égale à la moitié de leur fomme moins la- 
moitié de leur différence ; donc la plus grande fera a z , ôc la - 
moindre a — z > $ç la fomme de leur quarrés fera- 

2 a 1 2 = 2 b 



PROBLEME.- 

3tOj. Connoijfant le produit de deux quantités, & la fomme de Ittirs 
quarrés , trouver les deux quantités, 

■ 

Solutions . 

'Au lieu de chercher les quantités mêmes, je cherche leur fom- 
ïbmme & leur différence. Soit leur fomme 2 x , leur différence 
%y ; donc la plus grande fera-#H-j> , Ôc la moindre * — y, So^ 
a^j leur produit, .6c *Ha fomme de leurs quarrés, 

x* —~ y 1 = 2 a 



* l ■+• Jf» = 2 £ 

goûtant la première à celle-ci' 

& fouftrayant la preaiiere de la troifiéme 



^6 — « 

LU); 



r 
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Théorèmes Généraux 
Pour trouver les valeurs des inconfiuts. 

204. J'appellerai coèfficiens du même ordre , les quantités qui 
Accompagnent la même inconnue dans différentes équations , ou 
celles qui n'en accompagnent aucune. 

20C. J'appellerai coèfficiens oppofés, ceux qui accompagnent 
différentes inconnues dans différentes équations. 

Théorème Premier. 

206. Deux équations 6c deux inconnues étant données , cha- 
cune de ces inconnues eft égale à une fraction dont le numéra- 
teur eft la différence des produits des coèfficiens oppofés des or- 
dres où cette inconnue ne fe trouve point , 6c le dénominateur 
*ft la différence des produits des coèfficiens oppofés des deux in- 
connues. 

. Démonstration» 
Soit .......... a x -+- by = c 

dx + ey=*f 

car p'ar la première éguation 

c — fry 



x 



a 



par la deuxième* • .* = ^ A ' y * 
donc ... / a = J . - d 



cà — dby = af— aey 
fley — dby = af — c d 



J ae — db. 



/ublti tuant cette valeur de y dans une des valeurs de x, on trouvera 



ce — bf 



Jf. Part. S e c t. II, 87 

Théorème II. 

207. Trois équations & ttois inconnues étant données , chaque 
inconnue fera égale à une fraction dont le numérateur contien- 
dra tous les produits qu'on peut faire de trois cocJfticiens oppofés , 
pris dans les ordres où cette inconnue ne fe trouve point, 6c le 
dénominateur contiendra les diftérens produits qu'on peut former 
de trois coëfficiens oppofés, pris dans ks ordres qui renferment 
les trois inconnues. 

■ 

Démonstration.' 
Soit les trois inconnues x , y , z , & les trois équations 

<?*•+• by + cz = m 
àx -hey «= » 

gx + h y kz~=p 

Ne regardant d'abord comme inconnue que x 6c y, & n'ayanp 
égard qu aux deux premières" équations , on aura par le Théorème; 
précédent 

an — afz — dm + d c z 

J a,~ db 

payant égard qu'à la première & à la dernière 

***** *Ê~dà mk — gk. 

& ayant fait évanouir les fractions , détruit les termes femblables y 
& divifé les deux membres de l'équation par-*, on trouvera 

aekz — afhz-+- cdh* — b dkz -H bfgz — c eg z = * e p 
v—ahn-+-dhm — d b p -h gb n — g cm 

». . In " f * — ahn -h d h m — d b p 4- gb » — g e m 

$c parconféquentz= — , ■ ■ -r— — r-rz rr— 

r n ajk — afh + cdlt — c$g-i-bdk — b(g 

pour trouver la valeur de y , ,aM lieu de fubftituer celle de z , ce qui- 
ffetoit une opération fort embar'raûante > on recommence enùcre^ 



&8 TR AITE' ,D' A LO£BIE. 

ment l'opération , dans, laquelle on traite y comme on a traité r 
dans la précédente, ôc on trouve 



afp — aicn -f- dkm — dtp 4- tgn 



■S'il' manquoit quelque teçmes dans quelqu'une, des trois équa- 
tions données, on trouverait des valeurs plus Amples des incon- 
nues ; je fuppofe , par exemple , /= o* k = o ; alors le terme 
fz s'évanouira dans la féconde équation , Ôc k z dans la troifiéme 4 
# l'on aura 

# 

• *ep afin 4- ihm — bdp -i-hgn — tg m 

* cdh — c,g 

. ysss *g " — *'P- 
y cdh — e tg. 

PROBLEME GÉNÉRAL 
Sur les progrejftcns Arithmétiques. 

2oS. Suppofant le premier terme, d'une progreflïorf Arîthmè'tî-' 
que = a , le dernier = u , la différence t= d, le nombre des ter-, 
jrnes = », & la fomme de la progreflion = w 

Trois „de ces cinq -termes étans connus , -trouver les deux autres; 

.Solution. 

Je ne donne que les réfultats des différens cas j pour lalfler 
aux Commençons le plaifir de chercher les routes qui y condui- 
sent î les Théorèmes qu'ils ont vû au fujet des procédions Arith- 
métiques leur fourniront les équations riéceflaires. 



Connue*. 



Inconnues. 



Valeur». 
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Incojjnuei. 



f • ••»"• .m t • • y \» • 

v . r.T.v. . . . . . 

ci • • • * • • •••*• • • 



v , YTTT.yT.T- 



Valeurf; 



= a -h dn — d 
= an + ïdn* — 

il — ta» 



c — f » H- v 



- s 



i * 
» 

xvn — ti 



idn—idn-*.^- 



Je ne donne point ici les cas où le nombre des termes fe trou- 
ve Inconnu avec l'un ou l'autre des extrêmes ; parce qu'ils ne peu- 
yent fe réfoudre que par des équations du fécond degré. 

Théorème. 

a op. La fomme d'une progreflion Géométrique eft égale à la 
différence du dernier terme- augmenté d'un degré & du premier, 
divifée par l'expofant diminué de l'unité. 

Démonstration; 

Soit a a q -f- a f ~h aqî -4- a tf - 1 = * ; je dis que x =- 
- * ; car multipliant tous les termes de la progreflion par 
9 1 M 
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fon expofant f , ) ù a q -\- a q* a qî ~\- a q" ~ 1 -haq» = q x, ÔC 

fouftrayant la première de celle-ci , je trouve a f — a = qx — * .• 

donc x — *'J • Ce Théorème joint à ce qu'on a déjà vû 

au fujet des progreffions Géométriques , fuflîra pour réfoudre les 
Problêmes qu'on propofe ordinairement au fujet de ces progref- 
fions. 

PROBLEME. 

• 

210. Trouver tous les termes d'une progrejjion dent on connaît la fem- 
me 9 i'expofant & le nombre des termes. 

Solution. 

Par le Théorème précédent s = a * ( fuppofant ici la 

fomme égale à s ) , donc q s — s = a q" — a , donc a = 

. Connoiflant ainfi le premier terme, on aura les fuivans, 

en multipliant celui-ci par les puiflances fucceflives de I'expofant q, 

• 

PROBLEME. 

.an. Trouver texpofant dune progrcjfîon dont on connott le premier 
terme a, le dernim v , dr le nombre des termes ». 

Solution. 

V mm a q n — 1 : donc -~- = f*" 1 : donc q mm "ySjL. 

PROBLEME. 

« 

3 1 2. Trouver le nombre des termes £ une progrejjion dont on connoît 
le premier terme , le dernier & ï'exptfant* 

Solution. 
Par la folution précédente nous avons ~- = q n ~~ 1 , ÔC mul- 
tipliant l'un & l'autre membre par q , — *- = q" ; ce qui lait con- 

noître Ja valeur de I'expofant élevé à une puhTance égale au nom- 
bre des termes : c'eft pourquoi élevant q fucceffivemem à fes di£ 
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férentes puhTances, on trouvera celle qui le rend égal à ~ -1 ; & 

par conféquent le nombre des termes. 

Le calcul exponentiel fournit une voye plus directe de refou- 
dre ce Problème. Ce n'eft point ici le lieu de ce calcul ; cepen- 
dant je crois qu'en ne fera pas fâché d'en voir le principe , dont 
on pourra faire quelque ufage en attendant qu'on le voye traité plus 
à fond. m . • 

Le calcul exponentiel eft une Méthode pour trouver la valeur 
des expofans indéterminés. 

On défigne le logarithme d'une quantité par le produit de cette 
quantité par /, ainfi / a défigne le logarithme de a. 

Théorème Fondamental. 

aij. Le produit de l'expofant d'une p.uiflance quelconque par 
fa racine eft toujours égal au logarithme de cette puuTance. 

Démonstration. 

Soit une puifTance quelconque a 1 , le logarithme de fa racine 
'a fera la. Je disque^ la eft le logarithme de a 1 ;car la femme des 
logarithmes de plufieurs grandeurs eft égale au logarithme de leur 
produit : or la puifTance a 1 eft un produit d'autant de grandeurs a 
qu'il y a d'unités dans fon expofant^ : donc la fomme d'autant de 
logarithmes de a> y qu'il y a d'unités dans a , c'eft-à-dire , le produit 
q l a , eft le logarithme de la puiïïance a 1 . Ce qu'il falloit ^mon- 
trer, 

PROBLEME. 

314, L 'équation c* = a b x ~~ l étant àmnée , trouver îexpofant x* 

Solution. 

Par le Théorème précédent , xlc = la-{-x — ix/i — la 
H- xlb — Ib ; donc xlc — x lb = la — Ib , donc x ag 
' la — n 



Mij 
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PROBLEME. 

aif. Suppofmt x* =z a, & x x ~*~ p = b, trouver la valeur de xl 

Solution. 
• x* = a donc #/* = /« 

** p = £ donc xlx-+-plx~lh 

par la première / x = — ^— 

par la féconde / x 

Donc = ; ce qui donne x l a+p l a = x £b r 

x x •+- p » 

ouxlb — xla — pl a: donc x = g,/.! *— »• 

2 1 5. Par le moyen de ce calcul, il eft facile de réfoudre le der- 
hier Problème propofé au fujet des progrefiîons Géométriques ; 
car nous avons v = aq* — 1 : clone nlq — lq-+-l l v : donc 
nlq = lv-*-lq — la : donc n = '«^'fr-r-**^ * . 

- 

CHAPITRE IL 

De la résolution des équations du fécond degré. 

atj. On a vu que les équations du deuxième degré , font cel- 
les où l'inconnue eft élevée au quatre. 

2 18. Quand le terme, ou les termes qui renferment l'inconnue - 

Î)lus , ou moins quelqu'autres quantités , forment un quarré par- 
kit , on met ce quarré feul dans un membre de l'équation , & on 



tire la racine quarrée jdes deux membres, ce qui donne la valeur 
de l'inconnue fimple. Par exemple, fi x 1 ■+- b = a 1 , donc x* 
— a 1 — b> Ôc x = — b , ou*= — Va 1 — b . Sly* — a y 
a x — b* ; donc_y — i * = b , y — b + \ a , ouy=± 
a — b. 

ai p. On vient de voit que l'inconnue dans les équations pré; 
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cédentes a deux valeurs ; ei#effet, dans le prem ier e xemple , on 
pouvoit égalem ent fupp ofér a x — b = V a x — b x Va % — b , ou 
=^ — y/ a* — b x — Va* — b ; dans le fécond, on pouvoii fup- 
pofér b 1 =b x b, ou = — b x — b; il en eft de même de tou- 
tes les équations du fécond degré ; & en général > l'inconnue a au- 
tant de Valeurs que l'équation a de degrés. 

Si, oufre le quarré de r'mconnue, il fe trouve quelques autres 
tefmes qui en renferment la racine , ôc qu'on n'ait point un quarré 
parfait , il faudra obferver la règle fuivante. 

Règle. 

220. i°. Tranfportez tous les termes qui contiennent l'incon- 
nue dans-un membre.de l'équation , & tous les termes connus dans 
l'autre membre. 

2 0 Si le quarré de l'inconn^^rt mu':. plié par quelque quantité-, 
divifez tous les termes de l'équation par cette quantité. 

j°. Formez le quarré de la moitié de la quantité qui multiplie 
ïinconnue firnple , ajoûtez-le dans l'un 6c l'autre membre de l'é- 
quation, & par ce moyen , le membre qui renferme l'inconnue fe- 
ra un quarré parfaite * 

Tirez la racine quarrcVde l'un & l'autre membre , qui, dans 




Exemple* 

y 1 -h ay= é> 

goûtant le quarré de ~ . . . »y* -H a y =*= b -Ç- 

extrayant la racine .......... .y ~ = ±1. J/^b* — 

tranfpofànt — • ••••<•. ... «y = +1 \ 4- — ~ 

r 

.puifaue tout quarré eft pofitif,il eft évident que la racine quar- 
rée d une quantité négative eft imaginaire , & ne fçauroit être a& 
{ignée ic'eft pourquoi il y a des équations du fécond 'degré qui 
ne peuvent avoir aucune folution. Par exemple , 

Miijj ' 
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y* — a y = — - 3 a* 

ajoutant — _y x — ay-\- -—-s= — ?4*H- — =— »■ - - 



extrayant la racine y — ~ — J/-— — ~—- 

Dans cet exemple, les deux valeurs de^ font imaginaires , ou 
impofïibles, parce qu'on ne peut alfigner la racine quarrée de 



n a* 



PROBLEME. 



221. Un écot fe monte à 8 liv. i$ 0j)r> U y a àeux perfonnes qui r.e 
payent point , & la part de chacun des payans efl de i o fols plus 
forte que fi tous avaient payé. On demande le nombre de la com* 
pagnie 9 & ce que chacun a payé ? 

Solution, 

Soit le nombre de la Compagnie x } fie par conféquent celui 
iJes payans x — a j on aura, par les conditions du Problême â 

I7fx — 17$ x -h 33-0 = 10 a 1 »- 20* 
10 x x — 20 .v = 3 jo 

X 1 2X = 3J 

.»* — 2a:H-i = 3J-*-i = 3^ 

X I =x ±L 6 

Divifant 17? f. par 7 — 2 = s y on trouvera ce que chacun 
à payé, il eft évident, dans ce Problême, que la feule valeur po- 
iitive 7 eh donne la fojution, ôc que l'autre — y ne peut être icj 
d'aucun ufàge. 
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PROBLEME. 

322. Trouver trois nombres en proportion continue Géométrique t de 
forte que la fomme des deux premiers fort 10 , & la 
différence des deux derniers 24. 

Solution. 

* 

Soit le premier x, le fécond fera. 10 — x, & le troifiéme 
3* — * ; donc 

x - 10 — x '. '. 10 — x 1 3£ ~~ x 

m ■ 

• Si x — ** = 100 — 20*-*-** 
54*= 100 H- 2* 1 

* 

* l — 27*= — jo 



a: — - 1 — -+ /HT— 4- i-i 

* — OU =2j,OU 2 

ce qui donne les deux proportions continues fuivantes , 

"H -2 8 : S 2 -H- 25 : — ij : p. 

22 j. Toute équation où l'inconnue n'a que deux expofans dif- 
férens, dont l'un eft double de f autre, peut être regardée 6c ré- * 
folue comme une équation du fécond degré. 

Soit la formule générale y 1 m a y 1 = b. Je fais f = z ; 

par conféquent /"«z 1 , & la première équation fè change +~ 

en celle-ci z 1 a z = b ; qui me donne z. «* ±. l< A 4- Jîl^ 

— -i- «y» Donc^= — ^ Yv+^Ç. 

« \ -, 

Si on avoit *? _ 7 * T = 8 e n faifant * T = 2 , on 

aurait = a» , & l'équation précédente deviendrait 
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a x — 72^=8 

, mais;" ' * • 
donc X = v / 2 r = {/^î" 5 * 4' 

PROBLEME. 

£2$. Trouver trois nombres en proportion continue dont la fimmt 
foit 20, & lafommc des quarrés i*c> 

Première Solution 



Sok. 



* y * = 20 

X2 ts ^* 



Tranfpolànt > dans la première équation, 6c quittant les fcuj 
Inembres , on aura 

fbuftrayant la deuxième de celle-ci 

2 x Z — y* s=ï 400 — HO — *°.y 

triais par la troifiéme- • «a x z = -2 j?* 

donc ..... 7. -, 2^^ = 400-140-^^ 

donc • • • •~«aï> * ,T * 4°^ ^ a ^ 
donc .,..yT..jf~tf$ 

pour trouver * ôc a , je remarque que par la deuxième équaûorf 

w • . — - -^^^ 



-H z x =* 140 — s «4° 



d'oti 
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d'où fouflrayant 2 x s = 2 y* = 

on aura x l — 2 x z z 1 = iil = '1 

donc x — z4^TT 

mais par la première équation 

x -h z = 20 — y = 20 — 6~ = \ 
donc en ajoutant 2 * = 1 3 \ y^ïf 

Ht -+- 

* = ; = V + = *i -*-^3 S 

& fouflrayant» ..32=13 f*' Y~ 



Autre Solution, 

SoÂt. .T. . ,V, 4f 



■s 



-H = 20 

AT* ■+- y X 

J = — y* 
— 20* y 

ajoutant de part ôc d'autre 100— loy-t-^y* pour achever le! 
quatre: 

sc x -*-y x 



*H-t^— 10 = V^ioo— 10 7"-^ y* 
* = 10 — 4- ✓ioo — 10 jf — ; y* 



donc aufli ^- = 20- -y— *=io — 7^ — ✓ioo— - ioy — ±'y % n 

Ayant ainfi trouvé la valeur du premier ôç du dernier terme j 

N 
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on forme la fomme des trois quarrés qui ne contient d'inconnue 

que y , Ôc toute réduction faite , on trouve 

400 — 40 _y = 140 _y — 67 

& fubftituant cette valeur de y dans celle du premier ôc dernier 
terme , on aura 

Autre Solution* 
k -h y H- ~- = 20 



la première donne * 4- - =20 ^, & les deux membres 
ëtant quarrés 

x t 2 y — as 400 — 40 _y 4- 

J£ = 400 — 40 > 
donc par la deuxième , 400 — 40 jr = 140 >y = 5 \i 

* PROBLEME. 

2 2 j*. ConnoiJJant la fomme de quatre quantités en progreflton Géomé- 
trique, & la fomme de leurs quarrés, trouver les quatre quantités^ 

SoiUTlO N. 

Soit x la moitié de la fomme des moyens , y la moitié de leur 
différence , par conféquent x — y Ôc x «+■ y les deux moyens y 
le premier terme fera 

■ 1 * « 



ponc par les conditions 



— J-, Ôc le quatrième n __ j , » 



2 X -h — ■+- — = # 
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■ — m - » y . y *• % y r m 

x — y -h X -*-y «+- ' : S -H ■="■ = * 

M ; +. y X — y 

formant les puiflfances indiquées, & réduifant les termes à la môme 
dénomination, on aura 

**» -t- 4*;' 



a 

#» — y* 



4 ** -4- i8 x+ y* i8 y « y* -4- 4 ytf , 

— 1 Jf» y» -H y* 

<Kvifknt la dernière équation par celle qui la précède , j aurai 

__4 X» -4- >4 y* y* 14 y« < — 4 y« * 

4* 7 4Xf y* — 4 *J y* -+- 4 yy« ï~ 

& divilant le numérateur ôc le dénominateur du premier membre 
par * ** — +y4, je trouve 

x+ -h t x* y* -h y* _ J_ 
xi — xy* m 

je fbuftrais celle - ci de l'équation 

4 X* -+- 4 x* «" • 1 . 

yi — 1 v» — *= ce qui me donné 

3 »♦ — >*» jr» — y* } X * -4- y» _^ 

* x ** — jr» x 

donc». .3* 1 -+-^* = ax h -f 



b x 



y* = ax — 3** ~- 



& prenant une autre valeur de y* f dans l'équation 



4 x* 4x y*. 

x* — y* 



41 -H 4 * 



donc. •Try.4 — 3 * l j 



b x ëx* — 4*»' 



a H- * 



. Nij 
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" x i — èx ,| *' ,\ ** b | 9a% = >,+ ' <l -t— ^ 

3 A AT ♦ * ' 4 4 1 

— K 4 -1 ~ 

x étant connu , ^ = I/** .v — 7*» , eft aufll connu, 

& par conféquent a- — y , ôc # H- j>. 

L E M M E. 

226. Si on a un nombre impair de termes en progreflion Géo- 
métrique , ôc qu'on divife la fomme des quarrés par la fomme des 
termes. 

i e . La fomme du quotient ôc du divifeur , fera double de la 
fomme de tous les termes impairs , c'eft-à-dire , du premier, du 
troifiéme , du cinquième , ôcc. 

2 0 . La différence du quotient ôc du divifeur , fera double de 
la fomme des termes pairs , c'eft-à-dire , du deuxième , du qua- 
trième , du fixiéme , ôcc. de la progreflion. 



Démonstration. 



Soit une progreflion quelconque a -+• a x -H a x 1 a x1 

H- «*4. a x" — 1 = b , ôc la fomme des quarrés 

a 1 -H a* x 1 -H «• x* -H a x x* H- a 1 x 8 -Ha 1 x l *— l =r. 

Donc ( N°. 209. ) b = « * 1 , ôc c = '* ».*^7 1 . Donc 
4- = JL^HZ * ' - mais »' ~ 1 = * + i, & 

âf" — 1 

— * + i,donc s% _ x x ===== — -n="« 

= a — * x -H * x* — ««î + tf* 4 -4- * X W 1 

par conféquent -j — \- b — a — «x + <* ! — a xi 

-4- a x" , + « + + + 4- a x* 1 

= a<i -t- 2 ax l •+- 2 ax* +2 a x B ~" donci°. &c, 

*r-'-f = 2flX-r-2«x3-4>2tfXÎ ... , -4* 2 a x" — \ - 



I. Part. S e ct. IL ioi 

PROBLEME. 

227. Connoijfant la fomme de cinq quantités en progrejjion Géomé- 
trique , & la Jomme de leurs quartés , trouver les quantités. 

Solution. 

Soit le ternie du milieu z , le fécond a — y y le quatrième 
a y : par conféquent la progreflîon fera *' * *y •+• v* 

H- a — _y -H z -4- 0 -H_y H — * — *' y **" — * * dont la fom- 
me des quarrés foit fuppofée égale à c > donc ,^ar le Lemme pré- 
cèdent, __l_4. 2== - r -H_ y . 

donc on connoîtra a : mais par la nature de la progreflîon , z 1 
■m a 1 — y 1 ; donc y 1 = a 1 — z 1 ; laquelle valeur étant fubfti- 

tuée dans l*l±±£ h- z , donne 4 " ~ -4- z = — 

■+■ — C ç- ; & faifant -— •+• -^y = 2 à , ôc multipliant l'équation 

par z , on aura 4<a l — z l = 2 Jz; donc z = V ^.a* — d*~ 
r—dz étant connu, y — Va* — s* eft auffi connu. 

' PROBLEME. 

228. Connoijfant la fomme cC un nombre impair quelconque de termes 
en progrejpon Géométrique & la fomme de leurs quarrés , 

, connottre tous ces termes. 

Solution. 

Soit n le nombre des termes de la progreflîon , z le terme du mi- 
lieu , a — y celui qui le précède, ôc a -Hy celui qui le fuit; donc les 

. 1 1 

termes qui fuivent z feront a -i-y , — 1— , a y • •; 



; — » — 1 
* y — : — 



n 

* — 



ôc ceux qui précédent z feront a — y , ^- , 

N ii) 
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; _jl : donfi, par le Lemme préc£- 



-4 



a -+• jr -H a — y , « -4- y -t- a — * 
I _ 1 * 



dent , nous aurons z ; 1 gi 

ôcc. = 



lorfque le nombre des termes fera y , 9 , ou 1 3 , ôcc. on prendra le 
figne fupéricur de ceux qui précédent ; mais lorfque le nom- 
bre des termes eft 3 , z , ou n, ôcc. on prendra l'inférieur. Soit pré- 
lentement * ±2 f * *- on aura, en multi- 

pliant le premier membre de chacune des deux équations pré- 

F * i » 4 » -t- x g y* 

cédentes par le dernier de l'autre, £ s H ô ~ z 

ôcc; mais z* = a* — donc ^ l = a 1 — z 1 , laquelle va* 
leur de étant fubftituée , donne g z H 5 

ôcc. divifant alors cette dernière équation par z,.ôc y fubfti- 

tuant enfuite a: = on aura enfin g H 4 g * ÎL ^— 

^ l£i^^£*l±±I , ôcc. = 2fx +_L£i^=^- ; 
ôcc. Il faudroit continuer les termes jufqua ce cjue le plus hauf 
expofant de * fut égal à — ~ — * 




d by Google 



I. Part. Sect. IL té§ 

g= .1 11 i ■ ! SI 



CHAPITRE I ï I. 

Des Problêmes indéterminés du premier degré , & de ceux 
qui font imparfaitement déterminés, 

229. Ç I le nombre des conditions indépendantes , qui fouf* 
O niffent des équations pour la folution d'un Problême , 
eft égal à celui des inconnues qu'il renferme , le Problème eft 
déterminé , c'eft - à - dire , que chaque inconnue n'y peut avoir 
plus de valeurs qu'elle n'a de degrés dans 1 équation dont on tire 
les valeurs. 

230. Si le nombre des conditions qui donnent des équations 
furpaffe celui des inconnues , alors le Problême renferme , ou des 
conditions fuperflues > ou des conditions oppofées qui le rendent 
impoflible. 

231. Si le nombre des" conditions indépendantes eft moindre 
ue celui des inconnues, le Problême eft indéterminé, c'eft-à- 
ire , fufceptible d'une infinité de folutions. 

232. J'appellerai Problêmes imparfaitement déterminés, ceux 
qui contiennent autant de conditions indépendantes que d'incon- 
nues , mais dont quelque condition ne fournit point d'équation : 
comme quand on demande des nombres entiers, le moindre 
nombre poflible, ôcc- g 

233. La folution des Problêmes indéterminés du premier de- 
gré ne fouffre aucune difficulté , quand les fractions y font admi- 
les. On peut alors fuppofer l'inconnue égale à un nombre arbitrai- 
fe , à moins que la nature de la queftion ne fixe des bornes en- 
tre lefquelles on foit obligé de s'arrêter. Dans ce cas, il faut d'à- 
bord chercher ces bornes ; ce qu'on pourra faire de la manière fuW 
Tante. 

PROBLEME. 

33*. Trouver les limites des valeurs d'une inconnue indéterminée 
v ; ; d* premier -degré. 

Solution. 



Soient les équations x-4rz.z= a > £x.y -f aa= b: elles nou*- 
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donnent x — a — z, &c y = b — z ; donc z doit être moin- 
dre que a , ôc moindre que b , fi l'on veut que x &t y foîent des 

Quantités pofitives : on trouveroit de même que x doit être moin- 
re que a , &cy moindre que b. 
Soit encore l'équation ax^-by-hcz — dg, où l'on veut 
trouver les limites de x , y , 6c z , en fuppofant qu'aucune d'el- 
les ne peut être moindre que l'unité , on aura 



y — 



r z 



a 



6c puifque ôc z ne peuvent être moindres que* l'unité ; il eft 
évident que x ne fçauroit être plus grand que àg ~ e : 

on trouvera de même que y ne peut être plus grand que 

de — « — <■ • i j de — -a — b - 
. — - — ^ , m z plus grand que . 

215. S\ on a befoin de trouver les limites de la fomme des in- 
connues , l'opération fe fera de la manière fuivante. 

Soit 1 7 * -h \<) y -H 21 z = 400 Je fais x -k-y -h z = m, & 
fuuftfayant 1 7 fois cette équation de la première 5 il refte 2 y 
+ 42 = 400 — 1 7 7W ; orjr & z ne pouvant être moindres aue 
l'unité , 2 y 4 z ne fçauroient être moindres que 6 , non plus 
que 400 — 1 7 m y 6c par conféquent m ne peut être plus grand 

que -2=~ , ou 23.. 

Enfuite je multiplie la deuxième équation par 21 , j'en fouf- 
trais la première, 6c j'ai pour refte 4 * -H 2jr = 21 m — 400 , 
qui ne peut être moindre que 6 ; donc m ne peut être moindre 

que * , pu 15?. Donc les limites de m font ip Ôc 2j t 

PROBLEME. 

3.36, Réfoudre un Problême indéterminé du premier degré j 
h fratfions étant admifes. 

Solution, 

r. Je procède, comme dans les Problêmes déterminés , juf- 
qu a l'équation finale qui contient encore au moins deux incon- 
nues. 

z°. Je cherche les limites de ces ces inconnues , qui fe trou- 
vent 



• 

* 
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vent ordinairement par le moyen des équations dont on a fait 
ufage. 

3°. Je donne à cette inconnue une valeur à volonté* , pourvu 
qu'elle n'excède point ces limites. 

PROBLEME. 

237. Trouver deux nombres , dont la fomme plus le produit fois 

égale à un nombre donné. 

Solution. 

Soit le nombre donné a = 50 , l'un des nombres cherchés x^ 
ôl l'autre y : par la condition du Problême , on aura 

x y x -k- y = a 

x y x = a — y 

A 

x = '-y . 

y ■+- * 

on voit ici que y doit être moindre que a , fi on veut que x ait 
une valeur pofitive ; car fi y — a , on aura a — y — o ; & fi 
y = 3 1 , on aura a — _y = 30 — 31 = — 1. Mais on peut 
prendre toute valeur à volonté au-deflbus de a == 30, qui don- 
nera toujours une valeur pofitive de * , foit en nombres entiers j 

foit en fra&ions i car foit y = 2p| , on aura x — * ~ * • 

3o — 19* -i ■ CM 

= — — ; — = — r = -ri» 01 v = 2 , on aura x 

— f S — 

Mais dans les Problêmes numériques, on propofe très-fouvent 
de trouver des nombres entiers, parce que les unités ,dont il eft 
queftion , ne peuvent être fuppofees divifées , Ôc les Méthodes 





T oye 

entiers, quand cela eft poiTible ; ôc je ferai voir comment, par 
le moyen de cette première valeur, on peut trouver toutes les 
autres aufli en nombres entiers. 
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MÉTHODE 

Pour h fo/ution en nombres entiers des Probêmes indéterminés, & des 
Problêmes imparfaitement déterminés du premier degré. 

■ 

238. Quand on eft parvenu à l'équation finale , on dégage une des 
inconnues qu'elle contient, & s'il arrive que fa valeur ne contien- 
ne point de fractions , on pourra faire l'inconnue qui y eft con- 
tenue égale à un nombre entier quelconque ;( pourvu qu'il n'ex- 
cède point les limites , fi on demande des nombres pofitifs ) ; 
parce que la fomme , la différence , ou le produit de deux nom- 
bres entiers quelconques, eft toujours un nombre entier. Soit, 
par exemple , a x ±l 2 a y = a b c ; je dégage x , ôc j'ai 

x — a h c ~- 1 * y _ 1 c -+ 2 y . or 9 fuppofànt b c un nom- 
bre entier , quelque nombre entier que jg mette yowcy , b c±L.zy 
fera un nombre entier. 

239. Si la valeur de l'inconnue contient quelque fraction, dans 
laquelle la deuxième inconnue ne foit pas comprife , il eft évi- 
dent que cette fraction reftera toujours dans la valeur, quelque 
nombre entier qu'on fuppofe égal à la deuxième inconnue ; parce 
que la fomme, ou la différence d'un entier ôc d'une fraction, ne 
içauroit être un entier. • 

240. Si lar valeur de la première inconnue contient quelque 
fraction , dont le numérateur n'ait poit d'autre terme que celui 
qui renferme l'inconnue , on donnera à cette inconnue une va- 
leur qui rende ce terme le moindre multiple poffible du dénomi- 
nateur, 6c du coefficient de l'inconnue dans le numérateur; c'eft- 
à-dire , que, la fraction étant réduite à fes moindres termes , le dé- 
nominateur fera la valeur de l'inconnue. 

241. Mais fi le numérateur de cette fraction contient quelque 

. autre terme , Ôc qu'elle foit N * M ~ s , l'opération devient plus 

difficile. Pour démontrer la Méthode dont je me fers pour ce 
cas , qui eft le plus fréquent ôc le feul embarraflant , j'ai beboin du 
Lemme fuivant ôc de fes Corollaires» 
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L E M M E. 

242. Deux nombres étant donnés, leur trouver deux multi- 
ples qui ne différent emr'eux que de l'unité. 



Solution. 



i°. Si les deux nombres ne font pas premiers entr'eux, le Pro- 
blême eft impoflible ; car leur divifeur commun fercit contenu 
au moins une fois de plus dans le plus grand multiple que dans 
le moindre. 

2°. Si les deux nombres font premiers entr'eux , procédez com- 
me pour chercher le plus grand commun divifeur. Suppofant donc 
M = 2 ip , ôc N = jp , vous aurez 

Divifioni. Quotiens. Reftcs. 



-£-=J£.;....t.., = 3 P==41 



_=_iî_.... ,.. Î=I7 



4» 



• C s= 2 f === 8 

î 17 



à = 2 




" r-- J j- — — _ _ - -ww _ . — " — ■ ' 

faire , fourniront les quatre équations fuivantes , où je fubftituerai 
dans le premier membre les valeurs des reftes , à la place de ces 
reftes* 

N — b p = N — 6 M -H a bN = a b 1 x N — >A l = q. 

M — a N — abc- — fxN + ifM = 4f + 1 x M — * 

: 

a b c — -fÇjÇï. « x N = r. 

^ +ixNt^M- — <i xM-fr-fl*c!i-i-frf-*-*</xN 

O ij 
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Or, les nombres étant premiers entr'eux, le dernier refte eft 
néceffairement i ; donc par cette opération , on a dans la dernière 
équation deux multiples qui ne différent que de l'unité. Ce qu'il 
falhit faire, 

REMARQUE. 

244.. Si on difpofe en colonne les quotiens , & qu'on écrive 
à coté les coëfficicns correfpondans de N , c'eft-à-dire , le coef- 
ficient de la première équation vis-à-vis le premier quotient , &c. 
comme il fuit. 

a | a 

b ab -h 1 

c a b f a-\- c • 
à ab c d^- ab + ad-+- c d 1 

* 

On pourra obferver que le premier coefficient n eft que le pre- 
mier quotient multiplié par 1 ; que le deuxième eft la fommc du 
deuxième quotient multiplié par le premier coefficient , & du mul- 
tiplicateur ( 1) du premier coefficient; que le troifiéme eft la fom- 
me du troifiéme quotient multiplié par le deuxième coefficient , 
. & du multiplicateur ( a ) du deuxième coefficient ; que le qua- 
trième eft la fomme du quatrième quotient multiplié par le troifié- 
me coefficient, & du multiplicateur ( a b -+- 1 ) du troifiéme coeffi- 
cient ; c'eft pourquoi ayant trouvé les quotiens numériques , il 
fera facile de trouver le dernier coefficient numérique, dont nous 
ferons ufage dans la réfolution des .Problèmes. 

La pratique de cette opération fera plus arfée pour les Com- 
mençons , s ils s'y prennent «de la manière qui fuit: 

24 . Ils écriront dans la deuxième colonne l'unité vis-à-vis le 
premier quotient; le premier quotient vis-à-vis le fécond ; ils multi- 
plicronfcle deuxième terme delà première colonne par le deuxième 
•terme de 4a deuxième, ils ajouteront au produit le premier terme 
de la deuxième , ôc ils écriront cette fomme vis-à-vis le troifiéme 
quotient; ils multiplieront enfuite le troifiéme terme de la pre- 
mière par le troifiéme de la deuxième , ils ajouteront au produit 
le deuxième terme de la deuxième , & écriront cette fomme vis- 
a-vis le quatrième quotient; & toujours ainli faifant le produit des 
deux derniers termes correfpondans , y ajoutant l'avant dernier 

• 
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terme de la deuxième colonne > & écrivant cete fomme vis-à-vis 
le quotient fuivant. 

Exemple» 

QuotienJ." 

S '" T...V.VT.. U < * 

r > : 5* 

2 3X1+1 = 4. 

2 2X^+3=11. 

2X II + 4 = 25. 

Corollaire Premier. 

246. A la feule infpe£tion^^i Lemme précédent, il eft évi- 
dent que le multiple du monrore nombre ( N ) eft le plus grand 
dans les équations paires, 6c celui de M dans les impaires: ôc 
de plus que l'équation finale eft paire , quand le nombre des quo- 
tiens eft pair , ôc qu'elle eft impaire quand ce nombre eft impair. 

Corollaire II. 

247. Si on multiplie par un nombre quelconque le multiple 
de N pris dans une équation finale paire, ce produit moins le 
multiplicateur fera multiple de M. Car , dans une telle équation le 
multiple de N furpafle de l'unité celui de M; ainfi je le delignc 

par V M + 1 ; or, foit V M + 1 xg , il eft clair que V M g 
+ g — g eft multiple de M. 

Corollaire III. 

248. Si on multiplie par g le coefficient de N pris dans une 
équation finale paire , ôc qu'on divife le produit par M, on aura 
un refte qui, multiplie par N, donnera un produit qui, diminué 

de g y fera multiple de M : car , fi ***** + + *' 

donne pour quotient Q , le refte fera ( N". 245 . ) a b c d £ + c d g 
-i-adg + a bg-\-g — M Q , qui , multiplié par N, donne 
a b c d # N + c d g N + a d g N + a ù g N +£ N — M N Q ; 
©r M N Q eft multiple de M , puiique N ôc Q font des nom- 

6 uj 
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hrc:-; entiers, & par le CoroJlaire précédent,* 6 cdgN-{~cdgN 
■+• a dg N -f- a b g N -+• g N — g eft aufli multiple de M : donc 
<N°. 2 8.) abcdgn -h c dgN a dg N + a^N+^N 

— M N Q — g eft multiple de M. 

Corollaire. IV. 

249. L'équation finale érant impaire , fi on multiplie par g le 
coefficient de N, & qu'on divife le produit par M, on aura un 
refte , dont le produit par N , ajouté à g , fera multiple de M : 
ce qui fe démontre comme Je troifiéme Corollaire. 

Corollaire V. 

2 jo. L'équation finale étant impaire , le produit du coefficient 
par pétant divifé par M, donnera un refte dont la diffirence a M 
étant multipliée par N , le prod^ moins g fera multiple de M. 
Car , il eft évident ( Coroll. Ji/.)que MN + MNQ — aùcgH 

— *g N*— cgN — g eft multiple de M. 

Corollaire VI. 

ap. L'équation finale étant paire, tout- le refte étant fuppofé 
comme dans le Corollaire précédent, il faudra ajouter g au lieu 
de le retranche^ 

PROBLEME FONDAMENTAL. 

252. Une fraftim indéterminée j T— * étant donnée y trouver 

la moindre valeur de x qui puijje rendre cette frattion 
égale à un nombre entier. 

Solution. 

l°. Je réduis cette fraction à fes moindres termes , fie fi , après 
cette réduction , M ôc N ne font pas premiers entr'eux , le Pro- 
blème' eft impoflible ; car , dans ce cas , ou on prendrait o pour 
le dernier refte , 6c le multiple de N feroit égal à celui de M ; ôc 
par conféquent fi on y ajourait, ou fi on retranchoit un nombre 
g qui ne lût égal à M , ni multiple de M , le multiple de N ne 
ferait plus multiple de M : ou fi on prenoit le refte précédent qui 
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eft le plus grand commun divifeur de M 6c N, il mefureroit aufïi 
N* multiple de N ( N°. 29. )*; mais il ne mefureroit point g , puif- 
que , par la fuppofition , la fraction eft réduite à fes moindres termes ; 
Jonc il ne mefureroit point N x +1 çr ( N°. 28. ) ; donc N x g 
ne peut , dans ce cas , être multiple de M { N°. 2p. ) » donc la 
fiaction ne peut valoir un entier. 

2 0 . Si M Ôc N font premiers entreux , j'opère comme fi je vou- 
lois chercher leur plus grand commun divîlèur. # 

3° Je difpofe en colonne les quotiens trouvés par cette opéra- 
tion , & j'en forme les produits comme dans la remarque fur le 
Lemme précédent (N°. 24 ) 

4°. Je multiplie le dernier produit par g , ôc je divife ce produit 
par M. 

Premier Cas. 

Le refte que lai fiera cette divifion fera la valeur de x , fi le nom- 
bre des quotiens eft pair , ôc que g foit négatif , ( par le deuxième Cor. ) 
ou fi le nombre des quotiens eft impair , ôc que g fcit pofitif , 
{Corollaire f^.). 

Deuxième Cas. 

Si le nombre des quotiens eft impair, ôc que g foit négatif, ou 
fi ce nombre eft pair, Ôc queg foit pofitif, la valeur de x fera la 
différence de ce refte à M. {troifume & quatùéme Corollaires.) t 

PROBLEME. 

353. Trouver le moindre nombre entier qui , dtvifé pat 17,' donne four 
refte 7, & qui, divifé par 26 y donne pour refie 13. 

Solution. 

Soit * le quotient de la première divifion ; par conféauent 17 x 
-h 17 exprimera le nombre cherché : ôc puifque ce nombre moins 

13 eft divifible par 26, il eft clair que l7x "V"' - 

doit être un nombre entier: j'opère donc comme fi je vouloir 
trouver le plus grand commun divifeur de 17 ôc 26 , je difpofe 
les quotiens en colonne, ôc jen forme les produits (N°. a* j.) 
comme ci-dciTous. 
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DiviGoni. Quotioni. ( Produiti. 

16 



7T 1 1 



«7 



•t. 



• ? 

Je multiplie le dernier produit (?) par le terme connu ( 6 ) du 
numérateur, ôc je dois divifer le produit 18 par 25, mais comme 
26 n'y eft pas contenu , j'ai 1 8 pour refte ; & parce que le nombre 
des quotiens eft impair , ôc que le fécond terme du numérateur 
eft négatif, je prends la différence du refte 18 , ôc du dénomina- 
teur 26, cette différence ( 8 ) eft la valeur cherchée de x ( deuxième 
Cas du Problème fondamental. ) ce qui donne 17 * -f- 7 = 17 
x 8 -+- 7 == 143 : en effet =* 8 / 7 ; ôc = S ■+■ U • 

PROBLEME. 

2 j 4.. Trouver le moindre nombre entier poffible, qui, divije par a 8 
donne pour refte 19 ; qui, divifê par 19 , donne pour refte 1 $ 
& qui divifê par 1 j , laijje pour refte 1 1, 

Solution. 

Je cherche d'abord le nombre qui fatisfait aux deux premières 
conditions du Problême, ôc pour cela j'appelle x le quotient de 
la première divifion , ce qui me donne 28 *-+- 19 pour le nom- 
bre cherché ; mais par la deuxième condition , le nombre cher- 

ché moins ij çft divifible par 19 ; donc — 

«= * 8 * 4 =xrh 9 * ? 4 doit être un nombre entier. 

J'opère donc comme fi je voulois chercher le plus grand com- 
mun divifeur de 9 ôc 19 , ôc comme , dans ce cas, je n'ai qu'un 
quotient qui eft 2, je multiplie ce quotient par le terme connu 
( 4- ) du numérateur, ce qui produit 8 ; je divife $ parle dénomi- 
nateur 19, j'ai au quotient o, ôc pour refte 8 : ôc [par le premier 

Cas 
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Cas du Problème fondamental) puifque le nombre des quotiens eft 
impair , Ôc que le terme connu du numérateur eft politif , 8 eft 
la valeur de donc 28 x -+- ip = 243 ; ôc ce feroit le nom- 
bre cherché, s'il n'é*toit queftion que de fatisfaire aux deux pre- 
mières conditions du Problème. Pour fatisfaire à la troiliéme , je 
prends le plus petit multiple de 28 ôc de 19; or comme ces nom- 
bres font premiers entr'eux , leur plus petit multiple eft leur pro- 
duit C32 ; ainfi puifque le nombre demandé eft un multiple de 
532, augmenté de 243 , il eft évident que ce. nombre peut être 

repréfenté par J32 * -H 243 j donc * "*" i | 4> "~" " 
F* + = s < x + i$ ^7^- doit être un nom- 
bre entier; donc la fraction 7 7 eft aufli un nombre en- 
tier» or, Y" donne 2 pour quotient , ôc comme cette divifion laif- 
le pour refte 1 , je multiplie ce quotient ( 2 ) par le terme con- 
nu ( 7 ) du numérateur, le produit eft 14 i je le divife par le dé- 
nominateur ij, j'ai pour quotient o , ôc pour refte 14, qui eft 
la valeur de * , ( par le premier Cas du Problême fondamental ) , 
donc 532 x -i- 243 bbs 7<%>i eft le nombre cherché. 

• PROBLEME. 

ayy. Trouver en combien de façons on peut payer 600 liv, en guinees 
reçûcs fur le pied de 2 1 liv. & en pi foies d Efpagne refûes pour 1 1 liv. 

Solution. 

Nous^ avons d'abord 2 1 x -H 1 1 y = 600 ; donc x =- * )0 ~ TI ' 

= 28 •+- — — ti " y . Je remarque que 12 — 1 1 y a la mê- 
me valeur que 11 y — 12 , excepté que l'une eft pofitive, ôc l'au- 
tre négative. J'opère donc fur " y ~ " ,*ôt je prendrai né- 
gativement la valeur pofitive qu'elle me donnera? je trouve^ = 3. 
Donc -^=-^ « 1, donc * = 28 + JL=JJJL = ^ 

Ces premières valeurs de deux inconnues étant trouvées, on 
"fendra les coëfficiens des inconnues dans la première équation 
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premiers entr'eux , s'ils ne le font pas , on ajoutera le coefficient 
réduit de .v à la valeur trouvée de y , ôc on retranchera le coeffi- 
cient réduit de^ de la valeur trouvée de x, comme ci-deflbus. 

x — 27. 16. y. 
y = 3. 24. 4s- 

Le Problême n'a que ces trois (blutions en nombres entier* 
pofitifs ; mais fi on adraettoit les nombres négatifs , c'eft-à-dire , 
li ayant trop donné d'une efpece pour faire la fomme , on en 
pouvoit recevoir de l'autre efpece en compenfation , on pourroit 
continuer à l'infini le nombre des folutions vers la droite ôc vers 
la gauche, en voici quelques-unes. 

x = 4p. 38. 27. 16. $. — 6. — 17. — 28. — 3p. — jo, écc. 
y — — 39. — 18. 3.* 24. 47. 66. 87. 108. 12p. \$o , ôcc 

On verra dans le Problême fuivant la raifon de ces opérations. 

PROBLEME. 

256. Connoijfant les. premières valeurs de deux incognues , 
trouver leurs autres valeurs* 

Solution. 

Soit l'équation m x ±l nf= a, où je fuppofe m ôc n premiers 
entr'eux. Je dis que les valeurs de * formeront une progreffion. 
arithméticjue , dont la différence fera », ôc celles de ^ une autre, 
dont la différence fera m, ôc que dans l'équation mx -+- ny=a, 
Tune des progreffions étant amendante , l'autre fera defcehdante ; 
mais que dans l'équation m x — ny elles feront afeendantes ou 
deicendantes en même - temps. , 

ï>BMONSTRAT10 N^^, 

Soit, \°.mx — ny = a; je fuppofe que les valeurs prochaines 
font x b , 6c y -H d, les fubftkuant dans l'équation donnée , je 
trouve mx-h bm — ny — dn — a; mais , par la fuppofition , 
mx — ny — a donc b m — d « = o , ou b m = dn ; ôc rédui- 
fent cette équation en proportion on a d : b : : m : n ce qui 
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fait voir que tous les nembres qui fieront entr'eux comme m eft 
eft à n peuvent être pris pour d 6g. ù : mais pour trouver toutes 
les valeurs poffibles, il faut faire chaque augmentation la moin- 
dre qu'il eft poflible; par cojjféquent, il faut prendre les moin- 
dres termes qui puiflent exprimer le rapport de m à n , c"eft-à- 
dire m & *h , s'ils font premiers entr'eux. Ces deuxièmes valeurs 
étant trouvées» on trouverQtë, par le même raifonnement , que 
les troifiémes valeurs demandent préc.ifément la même augmen- 
tation , & ainii des valeurs fuivantes. Ponc, ficc. 

Soit, 2°.mx-i-riy = a;}c wppofe encore que les valeurs pro- 
chaines font A*-*- b , & y à , elles cMhnent mx •+• bm-hny 
-hnd — a: mais m x •+- ny = a , donc Aw + ^» = o,ou 
b m ^= — d n , ou t-? b m = à n : ce qui me fait voir que la 
feule différence qu'il y a de ce cas au précédent, c'eft qu'ici l'une 
des deux augmentations étant pofitive , l'autre doit être négative , 
ceft-à-dire , qu'une des deux valeurs augmentant , l'autre doit dimi- 
nuer. 

Corollaire. 

2 f 7. Il fuit de-là que fi on divife la plus grande valeur d'une 
des deux inconnues , par le coefficient réduit de l'autre, le refte 
fera la moindre valeur de cette inconnue ; alors le quotient fimple 
quand la divifion eft exa&e , & le quotient augmenté de l'unité 
quand la divifion lailTe un rcfte* exprimeront le nombre des Solu- 
tions poffibles en nombres entiers pofuifs. 

PROBLEME. 

fi; 8. Pîngt pet formes ont dèpenff 20 liv. chaque homme a payé 2%'f. 
chaque femme i6f.& chaque enfant 10 / combien y avoit-ii 
d'hommes , de femmes & d'en/ans £ 

- 

Solution. 

Soit le nombre d'hommes x , celui des femmes y , 6c celui de$ 
ente 2; par les conditions du Problême, nous avons 

x -i-y ~+-z = 20 
24 x i6y 10 2 = 400 f. 
?ç divilànt la deuxième équation par 2 } 1 2 x -+• 8 y H- % z = aco f a 
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•pour faire difparoître z , je retranche cinq fois4a première équa- 
tion de celle-ci , ôc je trouve- 

7*+?) = 100 

Or , | donne 2 au quotient, ôc il refte 1 ; je multiplie ce quotient 
par le terme 2 du numérateur , ôc je divife le produit 4 par le dé- 
nominateur 7 , 6c comme la divifion ne peut fe faire , j'ai pour 
refte 4 i donc {par le deuxième Cas. ) 7 — 4 = 3 i aonc 

- * * y = — 1 ; donc x = 1 3 ; ôc par conféquent z == 4. 

Ce Problême n'a que cette Solution; parce que fi je voulois 
avoir de nouvelles valeurs , je trouverois x = 13 — . 3 = 10» 
y = 3 + 7 = 10; & par conféquent y -+- * = 20> ôc z = oj. 
ce qui eft contre la fuppofition. 

PROB LE M E. 

25p. Partager Je nombre 40 en trois parties, de forte que le produit 
de la première par 4 , celui de la deuxième par 3 , & le 
quotient de la troifiême par 2 , fajfent p8. 

Sol ug* 1 o n. 

Par les conditions du Problème * 4-^ -H « = 40 

4x-h3y + ~ = $2. 

je multiplie la deuxième équation par 2 , 8 x-+r 6 y -+• z = 19.& 

je fouftraisla première de celle-ci, ôc j'ai - • . jx -+- .$ y = i$ 6 

donc x= =22-»- L=H2 

7 7 

& opérant fuivant notre Méthode, on trouve y = 6 , * = 18 x 
ôc par conféquent z = 40 — a: — y = Hf. 

Les valeurs de y formeront une progreffion arithmétique as- 
cendante , dont la différence fera 7 , & celles de x une defeen- 
dante, dbnt la différence fera y ( N". 256. ); par conféquent, puif- 
que la Comme des trois inconnues eft déterminée, ôc que la fom- 
œe des valeurs correfpondantes des deux premières forme une 
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progreffion amendante , dont la différence eft 7 — $ > il faut que 
les valeurs de z en forment une defcendante , dont la différence 
foit auffi 7 — 5. nous aurons donc les quatre folutions fuiYantes. 

x *= 18. 13. 8. 3. 
y — 6. 13. 20. 27. 
z = \6. 1*. 1a. 10. 

Corollaire; 

260. Quand la fomme des trois inconnues eft déterminée , fei 
valeurs de latroifiéme forment une progreffion arithmétique , qui a 
pour différence commune la di^ërence des coëfficiens des deux 
autres inconnues , & cette progreflion eft afcendante , fi celle des 
deux premières qui a la moindre différence eft afcendante ; finon , 
elle eft defcendante. Ceci eft vrai, quelque inconnue qu'on prenne 
pour latroifiéme. 

RE M A R £ U E. 

1 6 1 . Si la fomme des trois inconnues n'eft point déterminée nat 
les conditions du Problême, on cherchera les limites de celles aes 
inconnues qu'on jugera à propos ; par ce moyen , on verra d'abord 
combien on aura d'opérations à faire pour la Solution entière du 
Problême ; car il faudra fuppofer cette inconnue égale fuccelfive- 
ment à tous les nombres entiers contenus dans fes limites , & il 
faudra faire autant d'opérations qu'il y aura de nombres auxquels 
on la fuppofera e^ale : mais les limites de l'inconnue qui a le plus 
grand coefficient font plus refferrées que celles des autres , & par 
conféquent on diminuera le nombre des opérations en préférant 
cette inconnue. 

D'ailleurs , quelque inconnue qu'on détermine ainfr rucceflive- 
ment , cela ne changera ni le nombre , ni la valeur des Solutions. 
Le Problême fuivant éclaircira cette remarque. 

PROBLEME. * 

262. Une feule teuation <tr trois inconnues étant données , trouver toutes 
/es valeurs pojfibles des trois inconnues en nombres entiers. 

Solution. 
Soit l'équation f> *-*- 3/ -h a «= f 2 tje trouve x == **~*"~ x 

= 4 ~ < 10 ; par conféquent je pourrai fuppofer x égal fitcceflive- 

Piij 
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ment à tous les nombres entiers au-deiTous de 10. Je fais x = i ; 

donc s y "+" a z = 47 > donc = i y H 1 . Je trouve 

z = i > & par conféquent^y = 1 y -*-f = i j. Je fais x = 2 ; donc 
37 -f- 2 z = 42 ;_y = 14. ; donc z = 3 6c y = 12. Je 



fuppofe x—n donc $^-t-2Z = 37;donc^= 12 -H - 
donc z = 2 , & ^ tss 1 1 . 
Je fuppofe * sas 4 ; d'où il fuit que 37 -f- 2 z = 32 ,y = i« 

-*=-i;jy===io. 

En fuppolant ainfi x fucceflivement égal aux neuf nombres con- 
tenus dans lès limites; on aura nguf premières valeurs des trois in- 
connues; de celle-ci on déduira les valeurs fuivantes, comme il a 
étéenfeigné,ôc par ce moyen on aura toutes les Xolutions pombles 
du Problême en nombres entiers. 

On trouvera que le Problême , dont nous donnons ici la Solution, 
en a 37 qui font reprefentées dans la table fuivante. 



X = I 

• 


z— 1. 4. 7. 10. 13. 1 6. 10. 22. 
y—iS- 13. 1 1. p. 7. j. 3. 1. 


X — 2 


z= 3. 5. p. 12. 15. 18. 
_y= 12. 10. 8. 6. 4. 2, 




z = 2. y. 8. 11. 14. 17. 


« = 3. 


y = n. p. 7. 3. I. 


* = 4 


z = 1.4. 7. 10. 1 3. 
= 10. 8. tf. 4. 2. 


*= S 


Z = 3. tf. p. 12, 

^ = 7. f. ?. 1. 


tf-* 


z = 2. y. 8. 
y = 6. 4. 2. 


* =7 


z= 1. 4. 7. 

> = 3. i- • # « 


* = 8 


z==3. 


*-5 


Z*=2 
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. CHAPITRE IV. 

■ De la rejoint ion , en nombres rationch , des Problêmes ou la 
quantité indéterminée a plufieurs dimensions. 
» 

ON a imaginé plufieurs Méthodes pour la réfolution de ces 
fortes de Problèmes, 6c les unes font préférables aux au- 
tres fuivant les cas : mais fi j'entreprenois d'expliquer chacune 
en détail , la plupart des Le&eurs m'aceuferoient d'abufer de 
leur patience dans une matière qu'on regarde communément 
comme plus curieufe qu'utile. Je me contenterai de réfoudre 
quelques Problêmes qui fufHront pour donner une idée de cette 
efpece d analyfe , ôc j'en donnerai des Solutions générales qui 
fourniront des formules pour tous les Problèmes femblables ; je 
ne m'arrêterai point à en faire l'application à des exemples arith- 
métiques; c'eft un amufement que je laùTc au Le&eur. Ceux qui 
feront curieufe de voir cette matière traitée plus au long pourront 
confulter Diophante, le Père Preftet, ou M. Ozanam dans fes nou- 
veaux élémens d'Algèbre. 

Les plus célèbres de ces Problèmes font ceux où il s'agit d'éga- 
ler des quantités à des quarrés , des cubes , ou d'autres puiflances. 

265. On appelle problêmes dédouble égalité, ceux ou cha- 
cune 9e deux quantités indéterminées doit être égalée à un quar- 
ré , ou à une autre puilTance plus élevée. 

264. Lorfque chacune de trois quantités doit être égalée à 
un quarré , ou à une autre puiflance, c'eft une triple égalité. 

25j. Voici en deux mots, tout l'artificé de ces Solutions : il 
faut prendre pour racine du auarré qu'on cherche , une quantité qui 
fok telle , que par ce moyen l'équation puuTe être réduite au premier 
degré. 

PROBLEME PREMIER. 
266. Partager un quarré donné en deux autres quarrès. 

Solution. 
. Soit le quarré a a; prenez à volonté un nombre m, ôc un moûvj 
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dre n; n x fera la racine d'un des quarrés demandés , & m x — * 
celle de l'autre ; car le quarré donné ( à 1 ) moins un des deux 
quarrés cherchés eft égal à l'autre quarré cherché , c'eft-à-dire f 
a x — - »* x 1 — m x X* — zamx -+- a x ; donc 2 a n\x — n 1 x» 

— m 1 x 1 , ôc 2 a m — n 1 x =■ m* x. x — — ; * met " . 
tant cette valeur de * dans les deux racines fuppofées , la 

première fera ^ry? i & k deuxième * m *- « 

■b * ~ ~ ~ "* i qui font les racines des quarrés demandés i 
car élevant l'une 6c l'autre au quarré , Ôc les ajoutant enfemble , on 

trouvera — f » «. »' H- = 4 " ° 1* tl f allott 

faite. 

Corollaire. 

267. Il fuit de-là que m* -f- »* , 2 m n , 6c m 1 — - n* défignent 
les trois côtés d'un triangle rectangle quelconque ; car extrayant 
la racine du quarré qu'on a. trouvé égal à la fomme des deux au- 
tres , on aura ^-gg-jj <î u î repréfentera l'hypothénufe , ôc 
les deux autres racines -LËJUL., ôc JJ^=J^ cn f eron t 

m* -H » l * m* + »* 

les côtés i mais fi on divif» chacune de ces trois quantités par a, 
ôc qu'on les multiplie par m 1 -+■ ri 1 , elles conferveront encore le 
même rapport entr'elles ; donç m 1 •+• n 1 , 2 m n, ôc m 1 — »* 
défignent les trois côtés d'un triangle rectangle quelconque. 

PROBLEME IL 

■ 

a 58. Partager la fomme de deux quarrés donnés en deux autres quarrés. 

Solution. 

Soient les deux quarrés donnés a 1 ôc b 1 , dont a 1 > b 1 ; prenez 
à volonté m > n : mais il ne faut pas qu'on ait m : n : : a : b , 
ou n» : n : : a -H b : a * — b; car on retrouveroit les quarrés don- 
nés eux-mêmes : moyennant cette précaution , je dis que m x 
+r a , ôc nx^+ b feront les racines des deux quarrés cherchés; 
ce que je vais démontrer pour mx — a y ôc nx — b : les quar- 
rés de ces deux quantités étant ajoutés , on a m 1 x 1 H- »* ** 

. — 2 a mx 
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2 a m x — 2 £ n * -h a * H- = a 1 -h ; donc m* ** •+- n* x 1 
— 2 a m x — 2 £ » # = o ; donc m z x -f- x = nm + îi»; 
donc x = 1 ' " 1 * g- : donc m* — a = -L**!J± 1 * » » 

«m 1 2 m w — * b* 



* = ^ • ^ forme donc 

les quarrés de ces deux quantités r j'en fais la fomme , & je trouve 

a* m* -f- i a* m* «» + i' «♦ + fr 1 m 4 + » fr 1 w»» »»* -+- b* »* 

01+ -+■ x m* M* -f- u* 

= a 1 + i l i donc , &c. La même démonftration peut s'appli- 
quer à mx a, 6c n*^^,ou — « , 8c n X ^ b. 

PROBLEME III. . • . 

269. Trouver un nombre qui étant ajoute' à fon quarrè , ou en étant 
fouftrait, la fomme aujft-bien que la différence, /oient , 
des nombres quarrés. 

» » • 

Solution. 

Soit * le nombre cherché : donc x 1 -+• x , & x 1 — x font 
des nombres quarrés; pour réfoudre cette double égalité , je re- 
marque que la fomme de ces deux ouarrés eft 2 x x ; c'eft pour- 
quoi , fi je trouve deux quarrés dont la fomme foit 2 x 1 , fuppo- 
umt le plus grand égal à x 1 x , le moindre fera néceflairement 
* x — x : mais le nombre 2 = 1 + 1 , eft la fomme de deux 
quarrés ; je le divife en deux autres quarrés , par le Problème 

précédent, & je trouve -f- «= 2 ; donc -+■ 4 * * * 

= 2 * x. Je fais x x x = 49 * *- ,&** — * = ; 

par le moyen de l'une ou de l'autre de ces ceux équations , je 
ttouye x = j ce qui réfoud le Problême. * n 



»... j. 
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PROBLEME IV. 

270. Trouver deux quarrés dont la différence /bit égale 
à un nombre donné. 

Solution. 

Décompofez la différence donnée en deux produifans iné- 
gaux , la moitié de la fomme des produifans fera la racine du plus 
grand quarré , & la moitié de leur différence fera celle de l'au- 
tre : car , foit à la différence ; je pourrois prendre d & 1 pour les 
produifans; mais, pour avoir une exprelfion plus générale, je 
prends a & b, de forte que d — ab. Je dis que les racines feront 



1 



— • a x h ; car les élevant au quarré , on trouve 



& ; or la différence de ces 



4 . 4 

deux quarrés eft a b — d ; donc , ôcc. 

REMARQUE. 

271. Pour que les racines foient des" nombres entiers, il fàut 
que les deux produifans foient- des nombres entiers ; & de plus 
qu'ils foient, ou tous deux pairs , ou tous deux impairs. 

PROBLEME V. 

272. Trouver un nombre qui puiffe être divifî en deux parties , de 
. forte que la fomme de f une multipliée par un nombre donné , & 
celle du quarré de f autre multipliée par un autre nombre donné faf 
fent un nombre quarré. 

.Solution. 

Soit * le nombre cherché , y Ôc a? — y les parties de ce nombre. 
Les nombres donnés a & b ; de forte que à 1 y x «+• b x — b y 
doit être égalé à un quarré ; je prends a y — z pour la racine de 
ce quarré : par conféquent a 1 y 1 -h b x — b y — a* y 1 — 2ayz 

Ht z z . b x by == — 2 a y z-\-z l . Je fuppofe 2 = -pj-. Donc 
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**-*>=-^-+-T^-**=-^-* = -tV- Met- 
tant cette valeur dans la quantité à 1 y 1 — by 4- b x qui doit être 

égalée à un quarré , on aura a 1 y 1 — - b y -+- qui eft effec- 

tivement le quarré de a y — • 

PROBLEME VI. 

J73. Trouver trois nombres tels que la fomme des trois foit un quarré $ 
& que la fomme de deux quelconques fait aufji un quarté* 

Solution. 

Prenant a 1 > 2; , & x = - ; les trois nombres chef-; 

çhés feront 4 * , ** — 4 #, 2* + !. 

Pour le démontrer , foit * 1 la racine du quarré qui eft la 
fomme des trois. Donc la fomme des trois fera x x «+»" a x !• 

Puifque la fomme du premier ôc du deuxième eft un quarré, 
je le défigne par **. Si donc de ** 2 x •+- 1 , fomme des trois, 
je fouftrais # z fomme des deux premiers , le refte 2 .v H- 1 fera 
ie troifiéme nombre. 

Puifque la fomme du deuxième & du troifiéme eft un quarré, 
je fuppolè que * — 1 en eft la racine, par conféquent ** — a* 
-I- 1 eft la fomme du deuxième & du troifiéme > j'en fouftrais le 
troifiéme nombre 2 x •+• 1 , le refte x 1 — 4 x fera le deuxième 
nombre. 

Je fouftrais enfin le deuxième nombre x % — 4 x de x x , fom- 
me des deux premiers, & le refte 4 x exprimera le premier nom- 
bre. Les trois nombres font donc , le premier 4 x ; le deuxième 
** — 4 x ; le troifiéme 2 x -H i 9 : mais on exige que la fomme 
du premier 6c du dernier , c'eft- à-dire, 6x + 1 foit un quarré : je 

fais 6 x 1 = a 1 \ donc x = ™ — . 

Si a 1 n'étoit pas plus grand que 2$ , ** ~ 1 ne ^ r0 " P a * 
plus grand que 4 > donc le deuxième nombre x 1 — 4 * feroit égal 
à zéro , ou feroit moindre. 
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P R O B LE M\E VIL 

27$. Trouver trois nombres tels qu'ajoutant un nombre donné au produit 
de deux quelconques , la fomme fait toujours un quarré. 

Solution. 

Soient les trois nombres cherchés x ,y 6c z , le nombre ajouté 
a : prenez à volonté deux nombres connus m Ôc n , de forte 

que m > n , m 1 > a , & »* > a. Faites x = ^— ~ w a ; y 
e— — a ; m — „ f era i a moindre valeur de z , &. l'ex- 
cès'de 2 * -h 2 j> fur m ~ » fera la plus grande. 

Démonstration. 

* t Les trois nombres à égaler à des quartés font 

x y 4- a 
x z -+• a 
y « -+■ a 

Je fuppofe d'abord xy 4- a = r l ; donc * ^ = r 1 — a. Je 
décompofe r 1 — a en deux produifans r-+-m = x,& r — n =_y ; 

donc r 4- mxr — « = r 1 + r w — r » — m n — r 1 — a ; 
donc m r — r» — m n — — a , & r m — t n — m n — a ; 

donc r = „,-„ r m = * = H-*r 



m — » i m — i» 



Ces valeurs de x 6c y fatisfont à la première condition du Pro- 
blême y il refte à voir fi on ne peut pas trouver une valeur de z , 
qui avec celles qu'on a trouvées de x àcy puifle remplir les deux 
autres conditions. 

De y x -h a qui eft égalé à un quarré , je fouftrais xz+flj 

le refte x y — x z = x x y — z .* la moitié de la fomme 

dc^s deux produifans eft * ~ * "~ * , la moitié de leur dif- 
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férence eft * ~" \ — z . Je Couftrais auffi yz H- a de a: y a : le 

refte v a: — _y z ==y x x — z; la moitié de la fomme des deux pro- 
duifans eft v | ~ * , la même que la précédente ; la moitié 

de leur différence eft * ~~ \ * c eft pourquoi fi on peut 
donner une valeur rationnelle à z qui puifle rendre le quarré de 
la demi-Comme * — 9 ~~ z égal à x y -+- d , dont on avoit 
Couvrait x z-+- a &c y z-i-a, il s'enfuivra que x z a fera égal 
au quarré de la demi-différence * ' j- — * , & ^ z •+• <* égal 

au quarré de la demi-différence * ~~ * * : tout ceci eft évi- 
dent par. le Problême IV. ( N°. 270. ). 

Je Cuppofe donc que le quarré de la demi-Comme * ~ * ~~ a . 

eft égal z. x y -h a = r x j donc * * 8 = r; donc 

z = x H- ^ j± 2 r , ce qui donne deux valeurs rationnelles de 
z dont chacune conjointement avec les valeurs trouvées de x Ôc 
de y réfoudra le Problême : mais ces deux valeurs Cont x •+■ y 
+ 2r,ficx + ji — 2 r , ôc leur Comme eft 2 x -+• 2 y ; par 
conCéquent fi je trouve la moindre valeur de z , Ôc que je la re- 
tranche de 2 x -+- 2 y , le refte Cera la plus grande valeur : nous 
avions d'abord x = r. m f ôc y = r — n ; donc * -4- y = 2 r 
H- m — », ôc * -+-^ — 2 r = m — n; donc m — » eft la moin- 
dre valeur de z , ôc 2 x ■+• 2 y — m •+• » en eft la plus grande. 

• 

R E M A R £ U E S. 

27 i°> Si on veut avoir les valeurs des inconnues en nom- 
bres entiers , il faut que l'unité Coit la différence de m ôc n , tout 
le refte demeurant comme dans la folution précédente. 

276, 2 0 . Si on demandoit trois nombres tels que, retranchant 
un nombre donné du produit de deux quelconques , les reftes 
fuffent toujours des quarrés ; en voici la Colution qui diffère peu 
de la précédente , ôc qui dépend de la même analyse. 

m' -h a n* -h a 

*= m _ n >y= ■ m — n > z = m — »>ouz = 2x-h 2 y 
r— Wl -H w. 



Digitized by Google 



Traite' d'Algèbre; 
PROBLEME yi II. 

« 

277. Trouver trois nombres tels que le produit de deux quelconques 
ajoûté\ à leur fomme multipliée par un nombre donné, 
fafli toujours un quarré. 

SOLUTIO N. 

Soient les nombres cherchés * , y , 2 , ôc le multiplicateuc 
donné g ; prenez à volonté m> n: vous aurez * = m% m ~ 

^ g> y= ~~~ — g>**= m — « — £, OU Z = 2 * 
2 y H- 2£ — w -H » -f- £. 

Car les conditions du Problême peuvent être exprimées de la 
manière fuivante. 

*y-+- g * gy 

» «*- £ * -f- gZ 

y* + gy*-g* 

Ces trois nombres doivent être des quarrés , je rais un quarré 
à volonté r l = gyi donc r 1 = 




- g 1 ; je prends deu) 
que m > «; je fais r-+-w = *-+-£, ôcr — » H-£, de ma- 
nière que r I +^' = r + »)xr — » = r 1 — r» + rw-m»; 
donc g* = r m — r» — ww; donc r = - ■ , 6c r 

+ m « g! ± g» = g ± w> , & r — » - 

m " — —= g *- n% . Suivant ainfi la même marche 

que dans le Problème précédent, on achèvera de trouver la fo- 
lution. * 
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PROBLEME. IX. 



278. Trouver deux nombres tels que leur fomme foit un quarrê qui 
ait pour racine le quarré du premier plus le deuxième. 

Solution. 

Soient les deux nombres cherchés x àL'y : prenez un nombre 
n > 1 ; faites * = , & y = x x n — x : 

Car , par les conditions du Problème * l -h y =*= n 
p ■ x +y = n* 

Or y la première équation donne y = n — #», & la deuxiè- 
me y — n 1 — x ; donc n — x 1 — n x — * : mais cette équa- 
tion étant du deuxième degré on n'en pourroit trouver la folu- 
tion en nombres rationels , excepté dans certains cas. C'eft 
pourquoi il faut faire quelque autre fuppofition : je prends nx 
au lieu de », ôc j'ai les équations fuivantes. 

y =fc n X 

x -H y = » l x* 

La première équation donne y = n x — x 1 , la deuxième 

y = » l x 1 x ; donc n *-»**=:»* x 1 — x ; donc n — x 

= n 1 x — 1 ; donc x = - w " ^ ^ ' . 

PROBLEME X. 

27p. Trouver deux nombres tels que le premier plus le quarré du 
deuxième foit égal au deuxième plus le quarrê du premier. 

Solution. 

Divifez l'unité en deux parties quelconques , ces deux parties 
feront les deux nombres demandés. 

Pour le démontrer , prenez deux nombres connus a & b y 
a> b; défignez les nombres cherchés par a x ôc b x, vous aurez, 
par la condition du Problême, a* x\ ^ b x = x ^ a x ; 
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4 conféquent *== -^=-^ == — i_ ; donc a * == ; 

&. b x = a y : & puîfque la fomjpe de ces deux nombres 

eft toujours * ^ * = i ; quelques nombres qu'on défigne par 
a & b le Problême fera réfolu. 

PROBLEMEXI. 

a8o. Trouver trois nombres tels quajoûtant au quart é de chacun la 
fomme des deux autres , les fommes résultantes /oient des quarrcs. 

Solution. . 

Le quarré de # -+- 1 eft x x «+- 2 x H- 1 ; par conféquent fi 
on nomme le premier nombre x,!e fécond 2 *> fie le troifiéme 
1 , la première condition fera remplie. Mais il faut encore qye 
le quarré du fécond joint au premier plus le troifiéme , c*eft-à- 
dire , 4 1 foit un quarré » & de plus que le quarré 

du troifiéme plus la fomme du premier ôc du deuxième , c'eft- 
à-dire ,3 x+i, foit auffi un quarré. Ainfi, pour fatisfàire aux deux 
dernières conditions , il faut réioudre cette double égalité 
4 x x -+- x 1. Je fouftrais 3 x i de 4 * * -t- * -t- 1 , le 

refte eft 4 * * — 2 x = 4 * — 2 x * ; la demi - différence de 
ces deux fo&eurs eft ~ 1 , ^jui eft par conféquent la ra- 
cine du moindre des deux quarrés cherchés ; donc 3 x -+• 1 = f 
x 1 — S x -h 1 ; donc x = {. 

• PROBLEME XII. 

281. Une per fonne acheté de deux fortes de vin , le premier fur le pied 
de S f. la pinte , le deuxième fur le pied de y /. le prix du tout 

fait un nombre quarré de fols , lequel étant ajoûté à 60 , on a un 
autre nombre quarré , dont la racine exprime le nombre de pintes 
des deux efpeces. On demande combien il y a de pintes de chaque 

forte i & quel efl le prix total. 

Solution, 

J'appelle x le nombre total de pintes j par conféquent x z — 60 

repréfentera 
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repréfentera le nombre total de fols , mais cè nombre doit être 
un quarré , ainfi il faut égaler x 1 — 60 à un quarré : pour cela 
j'ai befoin de la préparation fuivante. 

Si la fomme x* — 60 avoit été payée entière pour la deuxième 

forte de vin , le nombre de pintes, feroit — — , Ôc alors le 

nombre des pintes auroit furpafTé celui qu'on fuppoYe avoir été 

acheté ; par conféquent > x, ôc x z — 60 > $ *: par 

le même raifonnement on trouvera x z — 60 <: 8 x, par con- 
féquent ce nombre eft entre ; x ôc 8 x , mais puifque #* 
— 60 > $ x ; donc ** > j * -H 60 , & x 1 — s x > 60 ; ache- 
vant le quarré , on trouvera x 1 — jx + j> Co «+- = ±±± : 
fuppofons x 1 —— $ x -+- >■ ^-p- , ce qui donnera des limites en 
nombres rationnels ; dans cette fuppofition x — f fera plus grand 
que , 6c x > Y = 1 1 • De plus , puifque x x — 60 < 8 * , nous 
aurons *» — 8 x < do, 6c — 8*4- 16 < 76 : fuppofons 
x 1 — 8#-h 16 < 64, ôc nous trouverons"* — 4 < 8 , ôc 
x < 1 2 ; par conféquent les limites de * font entre 11 ôc 12. 

A quelque quarré qu'on égale x 1 — c?o , il eft certain que x 
doit entrer dans la racine, afin qu'on puifle réduire l'équation au 
premier degré ; il refte à déterminer ce qui doit entrer de plus 
dans cette racine, pour que* ne forte pas des limites. Je fuppo- 
fe que cette racine eft x — y , Ôc j'ai x 1 — 60 = x z — 2 xy'-$-y l ; 

donc x = — — "*~ 60 : on doit donc avoir — — "** 60 > 1 1 . 
1 y * y 

' y * ?~ y *° < 12 i P ar k première de ces deux inégalités on a y* 
-H 60 > 2 2 y, &C y z > 22 j> — tfo, ôc^*-~ 22^ > — 60; donc 
— 22^ -+- 121 > 61 : foit^ 1 — 22^-f- 121 > 54 , ôc on 

aura_y > ip. De même puifque y * ^ *° 12, ona_y l H-tfo 

'< 2 4y j ôc jr 1 — 24 y <— - <5o,ôc y*' — 24^ -H 144 < «4:fo}t 
donc_y* 24^ 144 <: 81 ; donc y < 21. Puifque y doit 
être plus grand que ip, ôc moindre què 21 , je fais y = 20, 
ainfi x — 20 fera la racine du quarré cherché ; donc x % — 60 
= x 1 — 40 * -+- 400 ; donc x = 1 1 i = V dont le quarré 
eft fi de ce quarré je retranche 60 — *J2 , l e refte fera , 
qui eft encore un quarré, comme ce Problème l'exige , ôc quf re- 
préfente le nombre de fols qui a été payé : mais —± — 72, J 
53= 3 Hv. — 1 2 f. 6 den. 

Préfcntement.pour trouver le nombre de pintes de chaque ef» 

R 
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pce, f appelle a celui de la moindre efpece > 6c puifque il i 
éiok le nombre total , le nombre de pintes de la plus chère ef- 
pece fera 1 1 7 — z : le prix de l'un eft donc yxs, celui de l'au- 
tre 8 x 1 1 1 — 2, & le prix total eft $z — 8 zH-p2=p2 — 3 z; 
mais on a déjà trouvé que le prix total étoit 7* donc 92 — 32 
= 7 2 i^v=5-/ Ti donc ni — z = 4rH. • 



CHAPITRE V. 

Application de l'Algèbre à la Géométrie élémentaire, 

"282. /^V N peut défigner les ligne* & les figures de Géomé- 
V_x trie par les caractères Algébriques , ôc réciproquement 
on peut repréfenter les expreflions Algébriques par des lignes , 
ou des figures Géométriques : de forte qu'on peut dire qu'on ap- 
plique l'Algèbre à la Géométrie, & la Géométrie à l'Algèbre. La 
première application a lieu dans la réfolution des Problèmes , la 
deuxième dans leur conflru£tion. 

285. Dans tous les Problêmes de Géométrie on cherche des 
points , des lignes, des furfaces, ou des folides ; or, il fe réduifent 
tous \ trouver la longueur d'une, ou de plufieurs lignes. 

On peut faire fur les lignes 6c les figures les opérations que l'on 
fait fur les nombres , ou les cara&cres Algébriques ; car on peut 
ajouter une ligne à une autre , on peut l'en fouftraire , Ôc comme 
le produit d'une multiplication n'eft autre chofe qu'une quatrième 
proportionnelle à l imité , le multiplicateur ôc le multiplicande ; 
on aura le produit de deux lignes en regardant comme l'unité , 
quelque ligne qui peut ordinairement être prife à diferétion , 6c 
cherchant u»e quatrième proportionnelle à cette ligne, ôc aux 
deux dont on vcutavoir.le produit; ce qui fe fait parle moyen des 
triangles femblables. De même pour la divifion , on fera le divi- 
feur au dividende , comme l'unité à une quatrième Jigne , qui fera 
lc'quoticnt. Enfin, pour tirer la racine quarree d'une ligne, on 
che/chera une moyenne proportionnelle entre l'unité ôc cette li- 
gne , ôc pour extraire la* racine cubique on en cherchera deux , 
ôec. 

Quelquefois l'unité eft déterminée, comme quand il s'agit de 
trouver une quatrième proportionnelle à trois lignes données. 
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Lorfque dans un Problème il n'y a qu'une ligne connue on la 
prend pour l'unité ; ain fi dans la parabole on prend ordinairement 
le paramètre pour l'unité. 

284.. Quand il y a plufieurs grandeurs connues , il faut faire 
attention que les quantités multipliées ou divifées par l'unité ne 
changent point en vertu de ces opérations, c'eft pourquoi on fe 
difpenfe de les faire , & on préfère celle qui en épargne le plus 
grand nombre; mais quand une fois on s'eft fervi d'une grandeur 
pour l'unité , on ne peut la changer pendant le refte de l'opéra* 
tion , à moins que la nature du Problême ne le demande. . 
• 28 Les équations qui, dans la Géométrie , repré* entent des 
furfàces, bu des folides, fe trouvent également vraies quand on les 
applique aux lignes ; ainfi qui peut lignifier une furface quârrée 
dont le côté eft b , peut aufli fepréfenter une ligne trouvée par 

cétte proportion 1 : b : : b : ; de même bi qui peut repré- 

fenter un cube , peut également repréfenter une ligne trouvée par 
ces analogies l ; b:: b:bb : : b b.bî ; il en eft de même de b* , h ^ 
&c. qui font des grandeurs impoflibles dans la Géométrie , parcç 
u'elle ne connoit que trois dimcnfions.Ceci fi^doit entendre "aufli 
es plans 6c des folides : par exemple , a b qui repréfente quelque- 
fois un plan , peut défigner une ligne trouvée par cétte proportion 

lia:: b: — j — ; ôc a b c peut également défigner un folide , ou 

une ligne trouvée par ces proportions 1 : a : : bt a b , & 1 : a b. : : c î 
abc. Surquoi il faut remarquer que les dirrrenfions d'une frac- 
tion ne font que celle du numérateur moins celles du dénomina- 
teur, 6c qu'on peut toujours regarder les quantités en queftion 
comme divifées par 1 , 1% i?, &c. 

2S6. Suivant la Géométrie exacte , les lignes, les plans, ôc les 
folides font des quantités hétérogènes; ainfi pour conferver la loi 
des homogènes , quand l'unité n'eft point déterminée , tous les 
termes qui entrent dans rexpreflion d'une ligne , d'un plan , ©u 
d'un folide ^ doivent avoir autant de dimenfions l'un que l'autre; 
mais lorfque l'unité eft déterminée , on peut' la fous entendre 
comme multipliant autant de fois qu'il eft néceflaire , les termes 
qui ont trop peu de dimenfions, ou divifant ceux qui en ont 
trop : par exemple , dans l'expreflion aabb — b , on peut fup- 
fuppofer aabb divifé une fois par l'unité , ôc b multiplié deux fois ; 
ôc u l'unité eft c, on peut, fans changer la valeur de l'expreflion, 

écrire — m* b c c» 
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Dans les Probêmes à réfoudre il y a des lignes qui font don- 
nées de pofition feulement ; d'autres qui font données de gran- 
deur ; d'autres qui font données de grandeur & de pofition. 

287. Ces lignes données de pofition font celles dont la fitua- 
tion eft invariable , mais dont la longueur eft indéterminée : com- 
me une tangente menée -d'un point donné d'une circonférence. 

288. Les lignes données de grandeur, font celles dont là dif- 
férente fituation ne change point la longueur : tels font le rayon , 
pu le diamètre d'un cercle ; on les appelle connues ou confiantes, 

28p. Les lignes données de grandeur ôc de pofition tout en- 
femble , fdtit celles dont la fituation eft invariable aufli-bien que 
la longueur : tel eft un rayon perpendiculaire fur le diamètre d'un 
cercle donné. 

290. Les lignes qui ne font données ni de grandeur, ni de po- 
fition font celles qui changent de longueur en changeant de fitifa- 
tipn : comme la perpendiculaire élevée fur le diamètre d un cer- 
cle ôc terminée par la circonférence , qui change de grandeur ôc 
de fituation, en s'approchant ou s'éloignant du centre. Ces lignes 
s'appellent inconnues , indéterminées , ou variables. 

291. Comme i^fuffit qu'une ligne foit indéterminée par une 
extrémité, on- peut fuppofer l'autre extrémité connue ;ainli la li- 

Fig. 1, gne AB dont les deux extrémités font déterminées, repréfentera 
une ligne connue, pendant que AP, dont l'extrémité r eft indé- 
terminée , repréfentera une ligne inconnue ; ôc fi on fuppofe que 
le point P fe meuve vers A, A P repréfentera fucceHivement 
toutes les lignes moindres que la première A P ; ôc fi après être 
parvenu en A, le point P avance dans la même direction vers p , 
alors A p repréfentera une quantité négative, fi AP étoit pofitif; 
*c par conféquent fi A P = A /> , ôc qu'on défigne A P par x , A p 
fera déligné par — #. . 

Fîg. 2. De la môme manière fi P M = y , & qu'on prenne Pm, pro- 
longement de la même ligne de l'autre côté de la ligne AB, on 
aura P m = — y. 

292. En Algèbre la racine impofïible d'une équation a fon ex- 
prefiion , mais en Géométrie clic n'en a point. En Algèbre on 
obtient une folution générale pour tous les cas poftiblcs , ou im- 
po(Iibles,ôc ceux-ci font repréfentés par des quantités imaginai- 
res qui ne fervent qu'à faire voir la génération de la quantité , Ôc 
les bornes dans lelquels la poflibilité le trouve renfermée. 

2?}. Si dans la folution d'un Problème on parvient à une équa-; 
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tion finale qui donne la valeur de l'inconnue en quantités toutes 
, connues : on a rcTolu un Problème déterminé. 

ap4. Si cette valeur contient quelque inconnue , le Problême 
eft indéterminé , & on peut fuppoler à la place de cette inconnue 
une ligne à volonté , à moins que la nature du Problême n'y met- 
te des bornes. v 

295*. Si l'inconnue n'a qu'une valeur imaginaire, c'eft figne que 
le Problême eft impoffible , Ôc c'eft l'avoir réfolu que.de l'avoir 
ainii démontré impoflible. • 

» 296. Si les dfeux membres de l'équation finale font parfaite- 
ment fcmblablcs , p&r exemple , a x = a x , la conféquence 
étant femblablc à la fuppolition , c*eft figne cfàe la chofe oft tou- 
jours telle qu'on l'a fnppofé , ôc par conléquent la proposition eflf 
un Théorème ; c'eft ce qui arriveroit fi on dcmandoit de trou- 
ver un triangle rectangle, dans lequel le quarré de l'hypoténufe 
foit égal aux quarrés des deux autres côtés. 

• 

. Règles pour réfoudre les Problêmes de Géométrie. 

• 297. i°. Décrivez une figure cjui reprét ente toute les condi- 
tions du Problême , ôc regardez-là comme' véritable. 

2 0 . Par le moyen des conditions du Problême , ôc des pro- 
priétés connues de la figure, formez , s'il eft polïible, autant d'é- 
quations qu'il y a d'inconnues. 

3 0 . Si la figure décrite fimplement fuivant les conditions du 
Problême , ne fuffit pas pour trouver ces éauations , il faut tirer , 
ou prolonger les lignes qui paro'nTent les plus convenables pour 
la folution , préférant les perpendiculaires ôc les parallèles qui peu- 
vent former des triangles lemblables : ôc fi quelque angle eft 
donné, tirez Jine perpendiculaice oppofée à cet angle, ôc s'il fe 
peut , de l'exfrcmité d'une ligne donnée. 

4°. Repréfentez les bgnes dont vous voulez faire ufage par les 
lettres de l'Alphabet , prenant pour inconnues , non pas toujours 
celle qui eft demandée , mais quelque autre qui donne la'valeur 
de celle-là ; 1e choix de ces lignes n eft pas indifférent; car il vaut 
mieux* prendre celles qui font voifines des lignes connues par le 
moyen defquelles on pourra les exprimer par addition ou fouftrac- 
tion , fans le fecours des radicaux. 

j°. Lorfque dans un Problême on connoît la fomme ou la dif- 
férence de deux lignes, qui ont un même rapport avec les au : 

Riij 

• » * 
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très parties de la figure , il ne faut fe fèrvir ni de l'une ni de l'au- 
tre ) mais de leur demi-différence , fi leur fomme eft donnée , ou 
de la moitié de leur fomme , fi leur différence eft connue. 

6°. Si on connoit Taire , le périmètre , ou quelque autre par- 
tie d'une figure qui n'ait qu'un rapport éloigné avec ce qu'on cher-» 
che, il eft quelquefois à propos de former une autre figure fem- 
blable à la propofée , dont on regarde un côté comme l'unité ; 
& alors procédant par les proportions des quantités correfpondan- 
tes f on trouve les inconnues proposes. 

7°. Lorfqu'on a des angles à exprimer , on met à leur place des 
lignes qui en maro^ent'les rapports : par exemple , leur linus, ou 
d'autre* lignes qum peut trouver par la Trigonométrie, 

. De la résolution des Problèmes du premier degré. 

m 

PROBLEME PREMIER. 

Fig. 3. 2p8. Une ligne A B étant divifee en un point C , la divifir en un 
autre point D , de forte que les deux parties de la féconde di- 
vifion foient entre elles , corn ne D B l'une de ces deux parties 
eft à la partie D C interceptée entre les points de divifion. 

S O L U Tl ON. 

_ «oit A C = a. B C = b, C D = x. on aura D B = b — x. 
A D = a -h x. 

Or, par la condition du Problême ,*•+-*: b—x::b — x: x 

donc en compofant* • "• a ■+- b : b — x:: b : x 

en alternant '• . . - a -f- b : b : : ♦ — x : x 

6c en compofant. «H- a b ; b : : b : x 

Construction. 

Prenez pour premier terme une ligne égale à A C 2 B C 
= a -+• 2 b , pour moyenne proportionnelle B C = b , ôc la 
troifiéme proportionnelle fera la valeur de x = V B. 
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PROBLEME II. 

299. Couper une ligne A B en un point C , de forte que le reBangle Fig. 4. 
de toute la ligne par la peu te partie , foi t égal â celui delà 
différence des dfux parties par la plus grande. 

Solution. 

Soit AB = a. AC = x. CB= a — x.CB — AC = a — 2*. 

Par la condition du Problême a x — a — * x a — 2 x 

donc - • a : a — 2 x : : a — x : x 

donc en renverfant & compofant 20 — 2X : a :: a:a — x 

donc a — x: ? a : : a : a — x 

donc en renverfant -#v \ . jl a: a _ x :: a _ x . ûr 

Construction, 

Cherchez une moyenne proportionnelle entre ~a ôc a, elle fera 
la valeur de a — x = C B. 

PROBLEME III. 

500. Cmnoijfant la bafe ( B C ) dun triangle, & les angles fur la Fig.- « 
■ bafe, trouver le fommet A. 

Solution, 

Soit BC = a,&AD=^; puifqu'on connoît l'angle B, on 
peut connoître le rapport des lignes A D , B D que je fuppofe d : e. 

Ccft pourquoi d : e : : A D (y ) : B D (-^-) : de même l'an- 
gle connu C donne le rapport de AD & D C que je fuppofe 
d :f,ôt par conféquent DC = ; mais D B -+- D C 

= B C , donc -Lg- = a ; donc ey -hfy = ad ; 

donc f -H/: d:.a;y. »* 

CONJUPCTION. 

• • * ■ 

Cherchez une quatrième proportionnelle. 



Digitized by Google 



136 Traite' d'Algèbre. 

PROBLEME IMPOSSIBLE. 

Eîg. C. 3<V- D*un point B pris hors et une ligne C A abbaijjir deux 

perpendiculaires fusette ligne. 

Solution. 

, Suppofant la chofe faite , & Voit AB = x,AC=y,BC 
== z. ruifque l'angle BAC eft droit , nous aurons 

z'- = x 1 H-JJ*. 

x l = z* — y* 
& puifque l'angle B C A eft aufli droit," . 

x 1 e= z* •+• y 1 ; donc 

x* Bai* — y 1 = z % ?- y* ; donc 

— y* = H- y* 

& cette dernière équation étant impoffible , fait voir que d'un mê- 
me point On ne peut abbailTer qu'une feule perpendiculaire fur 
lîne même ligne. 

. Autre. 

Fîg. y, 302. Divijer une ligne A B en un point C, de forte que le quarre 
de toute la ligne /oit égal aux quarrès des fegmens AC, 
C B , plus un reclangle des mêmes fegmens. 

Solution. 

* 

Soit A B = a , A C = **, on aura CB=« — x ; donc 
par la fuppofition a 1 =x 1 -r-a l — 2 a x x l + a x — x l 

X* — a x = o 

a x — x 1 

a = x 

(f cft-à-dire , la partie égale au tout , ce qui prouve l'impolTibilité 
du Problême. 

THÊOREM'E 
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Théorème pioposTen forme de Problime. 

303. Tnuver un -point A dans un reSlangle M N R P, d'où ayant Fig 
tiré aux quatre angles les lignes AM,AN, AP, AR, Us 
quarrès des deux lignes oppojees AP, AN» /oient égaux aux 
quartés des deux autres lignes orfofécs 4 ^^t~frQ ~4rn / , 

♦ 

Solution. 

Suppofant la chofe faite , par le point A menons G H parai* 
lele à PR, &/K parallèle a P M i foit G H = M N = P R 
= 0; MP-K/"= *,P/= Mk = z, GR = A/=*; 
nous aurons K N = M N — M K = a — z =./R , A K 
= K/ — A/= b — *. A caufe des triangles rectangles * 
nous aurons 

AP*=z*4-** 

AN =s a x — a a z -f- z* -H b % — 2 b x H- *» 
ÂM =* z* H- — - % b x ■+• ** 
AR = * x +a , -2<jzH-2*; 

Mais , par la fuppofuion , AP + AN «s AM + AR, 
#*eft-à-dire, z* ** -H a 1 — a a z •+- z 1 -H b* — 2 b x H- ** 
== z* H- — a b x -H x» 4- * l a 1 — 2 a z H- , c'eft- 
à-dire ,0 = 0 d'où il fuit que c'cft un Théorème , & que quel- 
que part qu'on prenne le point A au dedans du reÛangle , on 
trouvera toujours la même propriété*. 

MÉTHODE GÉNÉRALE 
Pour la conjhuflion des équations du premier degré, 

• 304. Tout l'art confifte à réduire en proportion l'équation qui 
exprime la valeur de l'inconnue ; c'eft ce qu'on peut mieux en- 
feigner par des exemples , que par des règles. 

Soit, i b . l'inconnue égale à une fraction fimple: par exemple, 

* = -^p-,ou -~y-,ou *ïfg~ i Dans la 'première valeur 

fi l'on tait c.a.ib.l, il eft clair que 7 = c'eft pourquoi 

S 
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fi on fubftitue / dans la féconde valeur , on aura / : / : : e : m ; 

donc m = -^J- = - h * . & fubftituant m dans la troifiéme va- 

leur, on aura g:m h : n; donc » = = * c ; ainfi on 

trouvera l'inçonnug x = / -H m •+- n. Il efl: éyident qu'en aug- 
mentant le nombre des oroportions , on trouvera toujours une 
ligne droite égale à une fraction fimple quelconque , de quelque 
dimenfion que foit fon numérateur. 

a 0 . Soit une inconnue égale à une quantité compofée de plu- 
fieurs fractions fimples; par exemple, * = a -~- -+- ** jï - 

«— » on therchera , comme dans le cas précédent, des li- 

gnes égales à chacune de ces fractions en particulier , & on fera 
fur ces lignes les opérations indiquées par les lignes -t- 6c — . 

3°. Soit une inconnue égale à une ou plufieurs fractions com- 
pofées , c'eft-à-dire , dont les dénominateurs font complexes : on 
cherchera d'abord une ligne égale au dénominateur divilé par une 
quantité d une feule dimenGon , fi les termes du dénominateur 
en ont deux ; de deux dimenfions , fi les termes du dénominateur 

en ont trois , ficc. Soit x = * ~ * c * : je cherche une li- 
gne m = f H — ~- , qui me donne bb H- af = a m , fie je 
cherche n — ' * ' 7" * f * — *J ' ~~~ — = x. Soit 

* = " X l*+J)'Zbf> f » on chcrchera une %* c au 
dénominateur divifé af; par exemple, -~--H -~ ; 

ce qui donne a f m = a 1 / •+• c*/-l- b f % } enfin on cherche uneli- 



R E M A R £ Û E. 

30 f. Il y a des cas particuliers où il cft avantageux de s'écar-" 
ter un peu de cette Méthode générale, comme on le verra dans 

les exemples fuivans. 

i°% Soit x = a b J* b t* . Je cherche d'abord une ligne 
m = , "fie fubftituant à la place de a b fa valeui c m } je 



Digitized by Google 



I. Part. S e c t. II. 139 

trouve * = * y m — £! — -i- m ~~ ce qui me don- 

ne cette proportio n c + w : c — m : : m : x. 

a°. Soit * = y a* ■+- b 1 -. Je fais un triangle re&anele, dont 
on côté foi t a ; 6c l' autre b ; fon hypoténufe fera *. Si l'on avoit 

eu ï t= /« l — b x , on aurôit cherché une moyenne proportion- 
nelle entre «+i&a r i, dont le auarré x- — a x — bK Ou l'on 
auroit fait un triangle reékngle dont l'hypoténufe feroita, un côté 
b y ôc l'autre côté leroit la valeur de *. 

3°. Soit * l = p 4 * % — - \m" : i e prends l'hypoténufe 

m 9 d'un triangle rectangle dont un côté foit /, & l'autre ar/fiC 

ayant trouvé une ligne « = , j'ai ** == w l — » l , fie 

4°. Soit x x —p — V 7*// • Je prends une moyen- 
ne proportionnelle / entre « Ôc /, pour avoir un-quarré = 
je cherche enfuite un quarté m 1 = ^ -f / l ,&un autre ri 1 = c* 

r+- A», & la fubftitution me donne x % = /* ~r-i & trou- 

• • . _ — 

vant enfin une ligne g -= ~- , j'ai x = V p — g* , qui fe ré; 
foud comme les deux cas précédens. 

. . MÉTHODES 

Pour la confiruftion des équations du fécond degré. 

306. i*. tes équations du fécond degré fe peuvent réduire à 
des équations fimples ; par exemple , * l = ab donne a : x : : x : b : 

de même ** z+ a x = :± b 1 donne x = { -a iz. ^ \ a 1 +- ^ # 

ou jc = ^ i <a* qr — £ a ; ainfi on peut les conftruire de 




en faifant a égal à toutes lés quantités connues qui multiplient 
l'inconnue , 8c £*«égal à tous les plans connus. 

Pour conftruire la première forme , je fais. un angle droit 
C A B , dont un côté C A «= \ a , ôc l'autre côté A B = b. pjg, ^ 
Et ayant tiré l'hipoténufe B C prolongée indéfiniment au - delà 

S if 
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Fig* $1 de C , du centre C , Ôc avec le rayon C A je décris une circon- 
férence qui coupe B C en deux points E, D ; je dis que BE eft 
la racine vraie , & B D la fàufle de l'équation x* -f- a x — b 1 = o, 
& au contraire B D la vraie, & B E la faune de l'égahté x* — a x 
— b* mm oj car faifant BE = *, on aura B D ou BE H-.E D 
= a x ; ôc fi on fait B D = -7- x , on trouvera B E, ou 
BD — ED = — x — a, C'eft pourquoi on aura toujours 

• DBxBE = x l +"~ 7Tb == b 1 ! Au contraire, fi B D 

=s ou B E = — *, on aura D B x B E «s * l — a x = bK ' 

Pour conftruire la deuxième forme, après avoir fait l'angle 
Fig. 10. drqit , comme ci-devant, je mené une droite indéfinie B D pa- 
rallèle à A C , . ôc du centre C avec le rayon C A , je décris une 
circonférence qui coupe la ligne B D aux points E , D. Et je 
dis que les droites B E , B D font les deux racines vraies de 
l'équation x 1 — b 1 ma o , 6c les deux fàuffes de l'équation 

tc*+a x-hb 1 = o. Car, menant EF ôc D G parallèles à A B, 
ôc faifant B E, ou A F = * , on aura AFxFH^tfJf — xx 

= F E*= bK De même, fi on fait B D , ou A G = x, on aura 

AG xGH^x-jr'^GD'rr b* : c'eft- à -dire, en l'un & 
l'autre oas ** — a x b 1 = o. Si B E, ou A F = — x , ÔC 
B D ou AG = — x, ou trouvera AFxFHflc AGxGH 

= — x 1 — a x = h E*, ou G D*== b* , c'eft-à-dire , 
H- b 1 = o. Si la parallèle B D ne coupe ni ne touche le cercle , 
les deux racines font imaginaires : Ôc fi elle le touche en un point r 
les deux racines font égales, 

307. 5°. On peut conftruire les équations du fécond degré 
fans changer leur dernier terme en un quarré. Car , foit l'équa- 
Fig. 1 1. tion x 1 "zp a x — b c = o : je décris un cercle A B D , dont 
le diamètre ne foit pas moindre que les données a ôc b — c j 
j'infcris dans ce cercle deux cordes qui partent du même point, 
AB = a, AD = i — c : ôc ayant prolongé A D en F , en- 
forte que D F e , du centre C , avec le rayon C F , je dé- 
cris un autre cercle concentrique qui coupe les cordes prolongées 
aux points F , E , G , H ; je dis que A G eft la vraie racine , 
ôc A H la faufte de l'équation x 3 - a x — 6»c = o ; ôc qu'au 
A G eft la faufTe ôc A H la vraie dans x 1 — a x — U = o ; car 
A F ou A D -h D F = b , D F ou A E = c + ainfi faifant 
A G ou B H = * , on aura AH==<j + x or E AxAFj 
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T. Part. Sect. fl« 141 
= ^f = AGxAH=x l 4-«*-Si l'on fait A H =s — x , on 
aura AG, ou BH ,*ou AH — A B = — x — « , & pat. 
conféquent A G x A H = x* a x ,* ce qui donne toujours 
x* ^ a x — b c = o. On fera voir de même que A G eft Ja 
racine fàuffe , Ôc A H la vraie dans l'équation xV — a x — b c = o. 

Soit à préfent x 1 +r a x -+- b c = o. Je décris un cercle A B D ; pu ia# 
dont le diamètre ne foit pas moindre que les données a & b -f- c y 
& j'y infcris deux cordes A B = a , & A D = b ■+- c , qui abou- 
ti lient à un même point A de la circonférence : enfuîte ayant pris 
fur A D la parue D F = c, du centre C, avec le rayon CF, 
je -décris un autre cercle concentrique qui coupe les cordes aux 
points F, E , G , H. Et je dis que A G flc* A H font les deux 
racines vraies de l'équation x x — 4*-+-£c=o,Ôcles deux 
faulTes de ** ■+• a x -H b c = o ; ce qui fe démontre, comme 
dans le cas précédent. » 

Si le ceicle qui a pour rayon C / ne touche , ni ne coupe ' 
la ligne A B en aucun point, il s'enfuit que les deux racines de 
l'équation font imaginaires. 



CHAPITRE VI. 

Problêmes Géométriques. 
PROBLEME PREMIER. 

• # 

308. Deux lignes droites D E &fG étant données, en trouver deux FJg, a 
autres qui /oient en rai/on réciproque , & dont la diffé^ * 
rence foit égale à une ligne donnée AC. 

Solution. 

SOiTDE = <j,/G=^,AC'=f,la moindre des ré- 
ciproques x , la plus grande fera c H- *. Par la condition du 
Problème x :.a : : b : c -h x ; donc x* c x = a b, 

m 

Construction 

P un centre C avec un rayon à volonté, mais plus gnftd que Fig. iti 
c , ou a — b 9 foit décrit un cercle dans lequel foient appliquées 

• Siij 
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Fig. 1 1. les cordes AB = r&AD«*=a — b ; foit prolongé A D dd 
forte que fon prolongement D F == b. Enfin avec le rayon C F 
foit décrit un lecond cercle concentrique au premier , 6c foient 
prolongées les cordes jufqu à fa circonférence : on aura A G — x, 
comme il cft démontré dans la troifiéme Méthode de conftrucuon, 

PROBLEME IL 

op. Connût/font le périme tre , & Faire Sun triangle rctlangle , 

trouver fhipothénujê. 

Solution. 

Fig. 14; Soit l'hipothénufe A C = * , le périmètre a , àc foit l'aire 
c= b x i lafomme des deux autres côtés AB + BC fera a ' — x. 

Puifque A~C*(**) = Â~ïV-+- BC*, &^»=2BCxAB, 

S 1 * 

on aura donc x' + 44' = AB+ BC + îBGx AB 
cAB + B C = * l -2fl* + fl', c'eft-à-dirc , ** * 
mm X* — a a x -h a 1 ; donc x — ~ a — *■ . 

Construction. 
Soit la hauteur B D = y ; on aura ~ x y = ; & par confé- 

p*6* , j c i uent «7 ~ ~nr* ^ onc 11116 ^ ne b d = * , fur I ex * 

• trémité de laquelle foit élevé une perpendiculaire AB = ii» 
foit pris B G se= A , & foit cherche une quatrième proportion- 
nelle B H = qu'on prenne CB = |0,ôtCI = BH, 

on aura B I = | « =* * ; foit divifée B I en deux 

également en O, enfuite on cherchera àBO=T*» & BE 
«BG = i une troifiéme proportionnelle B K , qui fera la hau- 
teur du triangle demandé. Ceft pourquoi fi fur le diamètre B I 
on décrit un demi-cercle , fie que par le point K on mené K L 
parallèle à ce diamètre y ôc qui coupe la circonférence en L, ayant 
mené les cordes B L , & L I , B L I fera le triangle cherabé. 
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PROBLEME lit 

• 

3 1 o. Deux points également dijlans du centre étant donnés fur le 
diamètre d'un cercle , trouver un point fur la circonférence doù 
ayant abbaijfé des droites aux points donnés , le' rayon foit moyenne 
proportionnelle entre la fom/ne & la différence de ces lignes. 

Solution. 

Je fuppofe que c'eft le point/, ôc j'abbaifle une perpendicu- Fig. 16, 
laite / G fur le diamètre , 6c foient DC = CE = <i,/C 
= b,fD = y , C Ô = z. 

Par la condition du Problême -H- x ■+• y : b : x — y: donc 
b x sss x x — y 1 : le triangle obtus -angle / D C donne x 1 — a % 
•+- b l H- a a z ; ôc le triangle /CE donne y 1 a a x — 2 a z. 
fouftrayant la troifiéme équation de la deuxième, on trouve x* 
— y 1 = 4 a z ; qui éfent comparé avec la première équatiofi 
donne. i l = ^z; donc -H- 4 a : b : z. La ligne z étant trou- 
vée , on a le point G , d'où élevant une perpendiculaire on a le 
point / 

REMARQUE. 

311. Dans le* Problême précédent , nous avons cherché z plu- 
tôt que x,ou y , parce que C G n'a qu'une valeur , au lieu que ' 
chacune des deux autres lignes en a deux : car, outre D/ = x, 
61 Ef =y que nous avons trouvé , on trouve encore dans l'autre 
demi-cercle Df=x 9 E/ =y qui font les valeurs négatives. Il 
faut obferver , en général , que quand il fe trouve une ligne qui a 
le même rapport avec deux autres lignes qui réfolvent le Problè- 
me , comme ici D G avec D/ Ôc D f, il faut plutôt chercher 
cette première ligne, fi elle donne la folution du Problême. 

PROBLEME IV. 

312. Les mêmes chofes étant fuppofèes t trouver un point f , tel que lt Fig. 17; 
rayon Joit moyen proportionnel entre les lignes /D ,/E. 

Solution. 

Ayant défigné les lignes par les mêmes lettres que dans les Prc* 
blême précédent, nous aurons 



-, 

v 



1* 
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x y = b x 

x x — a 1 b l ■+- 2 a z 
y 1 = a x ■+• b x — 2 a au 

• Dans ces équations , rien ne détermine x à défigner la plus 

grande ligne plutôt que la moindre , c'cft pourquoi il doit défi- 
gner l'une 6c l'autre; car, dans les deux dernières équations y 
fera la plus grande , fi z eft négatif ; c'eft pourquoi * ou y ont 
deux valeurs affirmatives ; elles ont aufii deux valeurs négatives* 
correfpondantes dans le demi-oercle oppofé. Si donc nous cher- 
chons la valeur de x , nous tombons nécessairement dans une 
équation de quatre dimenfions , qui fe réfoudra comme une de 
deux dimenfions , fi on cherche la valeur du quarré x 1 . 

Si on parvient à déterminer z , le Problême eft auflî réfolu 
parce que le point G étant trouvé la perpendiculaire donnera le 

{>oint f : mais z n'a que deux valeurs égales , la pofitive C G , ôc 
a négative C g. Je prends donc le parti de chercher z. La pre- 
mière équation me donne x* = ôc fubftituant cette valeur 

de x 1 dans la deuxième , j'ai -yj- = a x -H b x ■+■ 2 a z ; donc 

y x =5B » « x i & comparant cette valeur 3e y 1 avec celle 

que me fournit la troifiéme équation , je trouve a , + k t*+ ; : - 
=== a 1 b x — a « z, ôc failànt la rédu&ion z x = ^ a x ■+- i b\ 

Construction. 

Faites un quarré double de ~ b x qui fera égal à \ b x ; alors cher- 
chant un feul quarré égal \ a x ~ b x vous aurez le quarré z x . 

PROBLEME V, 

* 

Fig. 1 8. 3 13. Un quarré ABCD étant donné, mener de f angle A une ligne 
droite A E , enjorte que la partie f E compri/ê entre le quarré & t 
U prolongement du coté D C foit égale à une ligne donnée. 

Solution. 

Je tire du point E la droite E G perpendiculaire à A E ôc qui 

rencontre 

* » 
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rencontre le prolongement de A B. 11 eft évident que EG cli 
égal à A F ;car ayant mené e, H perpendiculaire à A G , le trian- 
gle EHGcd égal & fcmbialjle au triangle A Jj F, & par cou- 
îéquent le côté Ë G de l'un eft égal au coté A F de 1 autre. 

Soit donc D A= a, F F. = b , A F, EG = x, & B G —y. 
A caufe du triangle rcchnglc A E G, le quarré- de A G eft égal 
aux quarrés de A E & de E G > c'eft-à-dire , a'- -f- 2 a y 4- y* 
= 2 x* 2 .v -H K Et à caufe des triangles femllablcs A B F , 
A EG; A B (a) : A F ( * ) :: AE ( x b ) : A G ( a y ). 
Donc a'- -t- a y = x 1 -4- * b ; c'eft pourquoi fulftuuant dans la 
première équation cette valeur de ** ■+- x b ; on aura a- -\- 1 a y 
+ ) l = 2â'+ 2 a y -\r b 1 qui fe réduit à y z = a 1 + ^S* 
donc j> = z± Va* -h 

CoNSTSt/CTION. 

Faites D G = -h A* ; fur le diamètre A G décrivez un Fîg. rjf* 
cercle qui coupera la ligne B C E en deux points E, L ; les li- 
gnes E F & L S fatisferont au Pr oblême. 

De môme prenez A# = — Va* -t- b* ; & fur le diamètre 
Kg décrivez une demi -circonférence qui coupe CB prolongé 
de l'autre part en e & en 0, vous aurez encore les lignes ef } & 
0 s qui réfoudront ce Problême. 

REMARQUES. 

514. Ainft ce Problême admet quatre folutions, ôc l'équation 
qui l a réfolu feroit montée au quatrième degré , fi au lieu de 
chercher B G qui n'a que deux valeurs , on avoit cherché direc- 
tement C E ou F A qui en ont chacune quatre. . 

Il eft facile de voir que la moindre ligne qui pane par le point j}j f /J - 
A, & oui rencontre les lignes B k> D e , eft double de la dia- 
gonale du quarré donné. C'eft pourquoi fi la ligne donnée F E 
eft précifément double de la diagonale , les deux valeurs négati- 
ves fe réunifient en une,Ôc fi F E eft moindre que le double 
la diagonale, les deux valeurs négatives font impolTiblcs. 

' z 
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■ 

.PROBLEME VI. 

Fig. 20; 3 ï Conmljjant la perpendiculaire CD , la différence des côtes 
D A & D B , cr vertical dun triangle A B D , 

déterminer les cêtcs de ce Triangle, 

Solution. 

De l'angle B je mené fur A D prolongée , s'il le faut , la per- 
pendiculaire B É : j'appelle f le finus de l'angle B D E , c le 
colinus, & je regarde le rayon comme l'unité; je nomme aulll 
p la perpendiculaire CD , a la demi-différence des côtés , & x 
leur demi- Comme : ainfi A D = x -f- a, & BD = x — a ; 

donc 1 if: : 4 — a : / x* — a = B E ; & t : c t:. x — a: 

c x x — a = DE: maFs/TÈ* = ÂdVdb'- 2 D E x AD , 
= a^ + îfl 1 — aa' + affl 1 , 1 donc à caufe des triangles 



femblables ABE, ADC^on aura cette proportion 2x l + 



2 a* 



— îfx»+iftf»(AB):/ , x* - « (BE)::* + « 

t X 

(AD ) : p x ( D C ); & par conféquent, prenant le produit des 
extrêmes & celui des moyens , /* x 4 — zf l a x x 1 -+- f* a* 
= 2 p 1 x x — 2 c p* x z ■+• îp'â' + îf^fl 1 ; donc par tranf- 
pofition f x x* — 2 f z a % x x — ap 1 x 1 -i- 2cp x x x =2 /> r 

+ 2 f/) î a , ~/ : aS* donc *<-2<i ! ^y^ - + "^l** 

L'équation fe trouvera réduite à cette forme x* — 2 fx x — g ; 
ainfi achevant le quarré , on aura * = rf +r gT. 




. » 



1» 
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P R O B L E M E VIL 

5 1 6. Les diagonales A C , B D , & les quatre angles a* un trapèze P'S* a 1 
A B C D étant donnés , connoître les côtés. 

Solution. 

Faites un trapèze lemblable PQ R.S, dont le coté P Q foit 
l'unité , & prolongez QP & Rb jufcju'à ce qu'ils le rencon- 
trent en T : tirez aulli les diagonales PR & QS, & menez 
R V & S N perpendiculaires à T Prenant l'unité pour rayon , 
foit m le finus de l'angle donné STP; » celui de l'angle T S P , 
ou P S R ; p celui de T R Q ; r le cofinus de S P Q ; f celui 
dePQRjAC=fl,BD=:*,&PT=:*. On fçait pac 

la Trigonométrie que » : * : : m : m * ( P S ) ôc 1 , finus de 
PNS : (P S) :: r, finus de P S N : ( P N ) ; 

m* x' 



donc QS = QP + PS- 2 PQxPN=i + 

i r m x t»_ _i . , m a \ m -h m x 



. De plus p : i+*(TQ) ::»: ; 

(QR), & 1 finus de RNQ : m + " * ( QR) :: /finus 
de Q R N : -^I^_ w £^_ ( Q N ) ; donc~R~P = FqVqK 



nt ■+- m x 1 tn t x m t x 



p~* PQ x QN =1+. 



a 

mais les figures femblables ABCD&PQRS donnent A C: 



m -t- m x ti»f 4- i»ijx 



BD::PR:QS, ou^:^:: 1 
1 -\ — ~ï~ — ' — 1 r ™ * ; donc prenant le produit des extrê- 
mes & celui des moyens , a* -4- — = b l 

, M m» + t «' * + h* m* x x i t* rw r ■ — 1 b 1 m 1 x 

a* m* f» 1 t» 1 fc" m s 



celt pourquoi fanant / = — - — j — - } g = 



P 1 ô P 

Xij 
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on trouvera/* 1 +2^.v = //;& par conféquent * = ^j/^ Jl SL 

- X-i donc Q S = IS^JUI-ïI fera auffi 

donné > alors à caufc des figures fcmblables , on aura cette pro- 
portion QS : QP ( i) :: BD (à) : AB; d'où l'on déduira 
la valeur des deux autres côtés par la Trigonométrie. 

R E M A R Q_ V E. 

$17. Le nombre des folutions Géométriques ne répond pas 
toujours au nombre de dimenlions de l'équation qui lèrt à ré- 
foudre le Problème ; il y a trois cas où il peut arriver que le nom- 
bre de dimenlions de l'équation furpafle celui des folutions pofli- 
bles. i°. Quand les conditions du Problême, exprimées algébri- 
quement , fournirent des folutions Algébriques qui ne fçau- 
roient être appliquées aux Problèmes conlidérés géométrique- 
ment. 2 0 . Lorique dans le Problème géométrique il n'eft pas 
indifférent que la racine foit pofitive ou négative. 3 0 . Si on ex- 
prime algébriquement les conditions d'un Problême abfolument 
împoffible , on parvient à une équation dont toutes les racines 
font impoflibles. Les deux Problèmes fuivans ferviront d'éclairci£ 
fement a cette obfervation. 

PROBLEME VIII. 

318. Former un quarré , connoijfant la différence de la 
diagonale au côté. 

Solution. 

&g*22. Soit -le quarré D C E F; dont le côté foit x ; la différence de la? 
diagonale au côté 0; & par conféquent la diagonale x -f- a; donc 

a 1 -H 2 a x -h a 1 — 2 x l , ou a 1 — 2 a x — a 1 = o. 

Cette équation a deux racines , mais il n'y a que la pofitive qui 
iàtisfaiTe au Problème, 
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PROBLEME IX. 

$ïp. Le demi cercle AE B étant donné, mener fur le prolonge- Fig. 23. 
ment du diamètre A B une perpendiculaire D F , & du point F 
au point A la ficante FA, enforte que E F , DF, AE /oient 
en proportion continue. 

Solution. 

On voit d'abord que F D peut être continue* au-deflbus de A D ; 
qu'on peut achever le cercle, ôc qu'enfin on ne peut trouvée 
les valeurs pofitives des lignes qui ferment la proportion , fans 
trouver eu même - temps leurs valeurs négatives i l'équation don- 
nera donc néceflaircment le quarré de la quantité cherchée. 

Soit E F = -v , D F — y i A E = z , AB — *,AD=£. 
Par la condition du Problême on aura 4f E F (a: ) : DF 
A E ( z ). Et à caufe des triangles femblablcs A E B, A D F , 
AB( fl ):AE(i)::AF(2 + *):DA(i), 

Donc x z — y* 

z % z x = a b 

z* ■+• 2 z * -+• * a = y 1 4- b* 

retranchant la première & la deuxième équation de la troifiémë > 
elle fe réduit à celle-ci = b x — a b. 

Mais quoique je connouTe x , le Problème n'eft pasréfolu; parce 
que je ne puis mener A F fans connoître A E ou D F, c'eft-à-dire, 
z ou y. Je cherche z parce qu'il eft plus facile à connoître : la 
deuxième équation fe change en celle-ci z x = a b — z 1 

donc z 1 x* = à 1 b 1 — zabz 1 -H z* ; donc fubftituant la valeur de x * 

b i z t — abz l = a* — 2^^ + zVceft-à-dire 

+ b l = o 

' — b 1 z 1 

Cette équation a quatre racines , deux pofitives, & deux négati- 
ves qui leur font égales, c'eft-à-dire , que z 1 a deux valeurs dont 

T iij 
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il faudra rejetter l'une; parce que z* eft le quarré de — s*, non 
de -h z* ; ce qui fuit non de quelques lignes menées à volonté > 
mais de la nature du Problême. 

On peut auffi réduire ce Problême à deux dimenfions , en 
faifant ù l — a b — d 1 . Car , alors x vaut d 6c — d; ainli 
fubftituant ces valeurs dans l'équation z x = a b — z x , je 
trouve les deux fuivantcs. z z •+• dz — ab = o > &.z 1 — dz 
— a b — o. 

Chacune de ces deux équations a une racine pofitive 6c une 
négative. Je néglige les deux de la dernière équation; parce qu'il 
n'eft pas queftion dans le Problème de x négatif. Je m'en tiens à 
la racine pofitive de la première , dont je néglige aufli la négative , 
parce qu'elle appartient aux cas impolfibles , aufli-bien que la pofi- 
tive de l'équation z 1 — z x — a b = o : car fi on cherche y , 
on trouvera que le Problème a deux folutions , qui peuvent être 
exprimées algébriquement , mais qui font împoflibles fuivant les 
conditions dn Problème. 

REMARQUE. 

320. Il arrive auflî quelquefois que le nombre des folutions du 
Problême furpafle celui des dimenfions de l'équation , foit pour 
les raifons qu'on a vu (N°. 513. 314.), ou lorfque plufieurs li- 
gnes égales politives ou négatives latisfont à l'équation ; parce 
qu'en Algèbre plufieurs valeurs égales n'en font qu'une > quand 
elles font comprîtes fous la même çxprdfion. 

PROBLEME X. 

Fig- 2%. 321. Sur la circonférence d'un demi -cercle A D B, dont le centre 
e(l C , on demande un point D , d'où ayant abbaiffè une perpen- 
diculaire D E fur le diamètre , le reùlangle C E X E D foit 
égal au quarrê d'une ligne donnée F H. 

Solution. 

Soit CD = a,CE = .v,DE =y, F H b ; donc . 

7. b* 
xy = ù- j .y = — 

** — x 1 H- y* 9 
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fiïbftîtuant la valeur de y dans la dernière équation , on aura 

** 

#4 — a 1 j* 1 -H £ 4 = o. 

Si on réfoud cette équation on trouvera deux valeurs du quar- 
ré x 1 , dont chacune a une racine pofitivc Ôc une négative égale ; 
c'eft pourquoi x (CE) a deux valeurs de chaque coté du cen- 
tre , & par cette folution on peut déterminer les quatre points 
E, E, e, e ; chacun de ces points fournit deux folutions > l'une 
pofitive au-deflus du diamètre, 6c une négative au-deflbus. Mais 
il on cherche y dans les équations données on trouve y* — a* y* 
.+. b* — o , qui donne feulement deux valeurs pofuives , & deux 
négatives ; parce que ED = ;D,ED = ?D, 

Pour conftruire l'équation # 4 — à 1 x 1 •+- b* = o, il faut 
d'abord la réduire aux deux équations fuivantcs. 



» 



On a Jeux lignes a ôc b , on cherche une troifiéme ligne pro* 
poj^nojTnelle d , qui donne b 1 = a d , ôc b* = à 1 d- ; donc 
V\a* — b+ = a vî",,' —~d* qu'on peut déterminer,- & que je 
fbppofe *= e } donc faifant la fubtitution 

** = 1 «* -h a c 



^ R £ i/ £. 

322. On a vû qu'on rejette les folutions négatives , lorfqu'ori 
ne cherche que d'un côté d'une ligne une conftruûion qu'on 
pourroit trouver également de l'autre côté. D'ailleurs il eft rare 
en Géométrie de rejctter les racines parc* qu elles font négati- 
ves ; car une ligne négative ne diffère d'une pofitive que par fa 
fituation ; c'eft pourquoi on change fouvent les folutions pofui- 
ves en négatives ôc réciproquement , en changeant les quantités 
connues , & les différens cas fe peuvent déterminer par la feule 
confidération de l'équation qui réfoud le Problême. Ce qu'on: 
rfckircira dans le Problême fuivant.. 
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PROBLEME XI. 

* 

323. Décrire un cercle qui pajje par m point donne , qui touche une 

hgm donnée de pofirion, & un cercle donne de grand, m 
& d: fojîntn fur le mime plan. 

Solution. 

Fig. Soit le point donne A, la ligne donnée de pofition B D , le 

cercle donné E F , ôc Ton centre C. Je fuppofc que ie centre du 
cercle demandé eft N. Menant la droite N C le point E fera 
le point d'attouchement des deux cercles ; ôc ayant mené N I 
perpendiculaire fur B D, cette ligne touchera le cercle cherché 
pu point I : donc N I , N E , N A font rayons du cercle de- 
mandé , & par conféquent égales. Je mené lur B D la perpen- 
diculaire A B, que je divife en deux également en M, & je 
mené M L parallèle à B D ; je joins les points A 6c I par une 
droite qui fera coupée par M L en O en deux également, à 
caufe des lignes égales A M, M B. Ceft pourquoi dans le trian- 
gle ifofcelc*A N 1 , N O eft perpendiculaire fur A I , ôc N O I 
eft un triangle rectangle dans lequel O L eft perpendiculaire fur 
l hipothénufe , donc -H- N L : L O : L I. 

Si on prolonge N I de forte que fon prolongement I H = E C 
& qu'on tire C H , le triangle C N H fera ifolcele : qu'on abbaiffe 
présentement C D perpendiculaire fur B D , ôc qu'on la prolon- 
ge , de forte que le prolongement D G = I H , H G fera pa- 
rallèle à B D ; qu'on coupe C G en deux parties égales en Q , 
ayant mené Q.R parallèle à B D elle coupera C H en deux éga- 
lement en P , & N P fera perpendiculaire fur H C , par consé- 
quent le triangle N P H eft re&angle , ôc P K eft perpendicu- 
laire fur fon hypothénufe , donc -H- N K : K P : K H. 

Soit donc BD= # 2û,CQ = QG = KH = i; A M 
= MB = L I = c , MR»L K = d, MO = OL 

Nous n'avons que deux inconnues x & y , dont la connoif- 
fance fuffit pour déterminer N i ôt nous avons trouvé deux pro- 
portions continues 



t Part. Sect. II. i;j 

, * 

-h- y - * •• 

^f. rf.-f. y : / — * : l ; donc 

ôc faifant la fubftitution 

<j* — 2ax r \-x 1 = bd-h- ~ ■*- ; donc 

= O. 



* t — b 

«■ 

Premier Cas. 

Si c furpaffe * , c'éft - à - dire , fi A B > C G , le deuxième 
terme de l'équation eft négatif; fi en même-temps a z > b d 9 
c'eft-à-dire , fi la moitié de B D furpaffe la moyenne proportion- 
nelle entre M R ôc C Q , le dernier terme fera pofitif, & l'é- 
auation aura deux racines pofitîves, c'cft-à-dire , que |a propriété 
demandée conviendra à deux cercles , dont les centres feront du 
môme côté que C D par rapport à A B , mais dont l'un*fera en- 
tre ces lignqs, 6c l'autre au-delà de C D. * 

• Deuxième Cas. 

"Si c > b, fie d b > **,.le troifiéme terme fera négatif, il 
y aura une racine négative ôc une pofitive , c'eft-à-dire , que A B 
fe trouver» entre les centres des deux cercles qui réfoudront le 
Problême. . • . . . . ' 

Troisième Cas. * 

La même chofe arrivera fi £ > c , ôc a 1 > b d ;^car alors le 
deuxième terme fera pofitif, 6c le troifiéme négatif. 

§ 

Quatrième Cas. 

Mais Ç\b>c,&ibd> a 1 , tous les termes font pofitifs, 
ôc les deux racines négatives; c'eft pourquoi les "deux centres 
font du même cô;é de A B , qui le trouve entre eux Ôc la li- 
gne. C Q. 

• v 
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Cinquième Cas. 
Si a x = b c , l'équation fe change en celte-d x 1 — ■ * ~ 

— o , dont lc% racines font * = o. * = T"ZTl :-«'cft-à-dire, 

que*l'un des- centres étant dans la ligne A B , l'autre fe trouve du 
coté de C D, li c > b\ & de l'autre côté, k'b > c. 

Sixième Cas. 

Si c = b, l'équation mulripliée par c — b devient x* x c — b 
r— 2ac x + a 1 c — b c d — o. Mais t — b = o ; donc 

aax = a 1 — b d : x = '* ~~ 4 - , alors le Problême n'a 



qu'une folution , l'autre centre étant infiniment loin. 

Pour conftruirp l'équation x* — ~~T * ' H % " " 
= o, je' cherche une quatrième proportionnelle /'aux trois li- 
gnes c — *b, c, ai & une autre g aux^trois a, b 9 d; ainfî 

/= t t-\ > & a & = donc l équation précédente fe 

change en celle-ci x % — 2 /" x -h <a x /= o. Ayant trouvé* 
une moyenne proportionnelle A entre a — £ ôc / , on parvient 
enfin à cette équation x x — 2/x + A 1 = o, dont on a ex- 
pliqué la conftru£tion. 

Quand b furpafle r , on a ■+• a/x,ôc — 2 f x , quand r 
furpafle # £. Quand a furpafle ^ on a -r- A 1 v & al contraire 
— A* quand g.> «. . • 

REMARQUE. 

524. Dans les Problêmes géométriques il n'eft pas toujours 
néceffaire de continuer le calcul jufqu à ce qu'on parvienne à 
une équation qui ne contienne qu'une feule inconnue ; lorf- 
qu'on n'en a plus que deux, fi l'équation en donne le rapport r 
« faut examiner ]a figure , parce que fouvent on en peut dé- 
duire la conftrucYion du Problème , comme on le verra danfi IV 
xcmple fuivant.: 
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PROBLEME XII. 

Décrire un cercle qui en touche un autre donné de grandett 
& de pofnion , & qui pajfc par deux points donnés 
fur le même plan* 

Solution. 

Soient les points donnés A ôc B , le cercle donné DE, fbn Fig. 2 6. 
contre C. Tirez la ligne AB, divifez-la en deux également; & 
du point de divifion menez k perpendiculaire F G. Il eft évi- 
dent que le centre du cercle cherché fe trouve dans cette per- 
pendiculaire ; fuppofons que ce foit N, ayant mené N A, 6c 
N C qui coupe la circonférence donnée en E , on aura N A 
= N E. Du centre C foit menée C H perpendiculaire fur F G, 
& foient FH = (j, F A = i,CH = f,CE = </,NH=x, 
NE = NA i=_y. 

. Les triangles rectangles N C H, N F A donnent N G = C H 

H- N~H, ôc NA» Â?V FN l , c'eft-à-dire , 

y 1 -+- *a à y + <i l *= f 1 ■+■ x\ 
yi = b l •+• a* -+- 2 a x ar*. 

Je foufirais la feconçle équation de la première , fie je trouve 

2 d y -+• d l = c 1 — i 1 — a 1 — 2 a x ; donc 

2 dy = c 1 — — A 1 — d 1 — 2 a x. 

Je cherche un quarré e 1 = c 1 b x — a 1 — d 1 ; enfuite je cher- 
che une troifiéme proportionnelle /.aux deux quantités a a ôc c; 
ce qui me dorme 

2 = c 1 — b\ — a* — d* ; donc 

dy = af — ax, donc 
y : f — x::a:d. 

Ceft pourquoi Ci on prend H I = /, on aura NIs=/-*,;' 
donc NE : NI :: a : d. 

Soit mené I E , ôc fa parallèle CL, on aura encore 



a :dr. EC (d):lh = 4r« 



Vij 
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CoNSTRUCTlbtf. 

Je prends H 1=/, & ÎE = -Ç- ; je mené L C , ôc p«r 

le point I je lui mené une parallèle I E , qui coupe la circonfé- 
rence en E & e, par les points C Ôc E je mené une droite qui 
coupe la ligne F G en un point N , qui eft le centre cherché. 

Le point e fait voir qu'il y a une autre folution du Problême, fie 
que la ligne e C prolongée détermineroit le centre du fécond cer- 
cle par fon interfecYion avec la ligne F L. 

Quand le point N tombe de l'autre côté du point H , * devient 
négatif, ce qui ne change rien à la cdnftrucV.on. 

Quand •+•** -4- & > c 1 , on fuppofe b* -4- a 1 -4- d l == e 1 , 
& dans ce cas f eft négatif; ainfi il faut prendre le point I de l'autre 
-côté du point H. 

PROBLEME XIII. \ 

"g* 3 2< ^* C° nn0 'JJ ant ¥ atYe <? a * triangle rectangle , dont les eStés^ ÀC, 
A B & B C font en proportion continue , trouver ies côtés. 

Solution/ 

Soit l'aire a x > B G =±= * , A B = y , on aura AC» 

donc — a 1 -h y z { x y =± a* 

y* = x 4 -f- x *v 1 • • • " • • • x y — a 

y _ 4. fl 4^4 -4- 4 a * ' — 20 a» y* x l = 4 «* 

J»4 — 2 <j4 



2 * 4 V s 

z a* — y* K 



» - \ 



y* =2 a* a a* ' V j = a 4 x 2 -h 2 V"7" 

çarce que a^<a a 4 tfjTj la racine 2 * 4 — > 4 fe trouve faïuTe,. 
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On trouvera de] la même manière la valeur de x ; car puifque 

xy=2 a 1 , donc> = , = " x ' ■ S ôc puifque 



y<* = ^* *4 j d 0 nc — *— = 4fl 4 + * 4 j ôc 



conti- 



nuant l'opération comme ci -devant, on trouvera enfin 
* = a r 2 V i — 2. 



Construction. 



Formez un angle droit avec A B = a , 6c A C = a a , fa Fig. 27. 
bafc B C = a V~$. Faites B D = AB, & vous aurez- DTD 
■ a v/~J~ — a. Faites. C E = C D , Ôc menant par le point C 
la droite NL perpendiculaire fur A K, décrivez fur le diamètre 

A E un demi-cercle ; vous aurez C N = * 2 a 1 V~y — ; 2 a % 

= a /T vT— 2 - Avant fait c H = «, Ôc C G «= C N, 
6c ayant décrit un demi -cercle fur H G , vous aurez C I 

-= if & ?— ~â — « 2 ✓"7" — 2. De même faites 
CK = CB + CH = tf4.o v^y» ayant décrit un demi- 
cercle fur A K , vqus aurez C L =• *a a* -H 2 a 1 i/J 
✓ j . Faites C O = C L ôc ayant décrit fur 
H O un demi-cercle , vous aurez CM = ^ a 1 ✓T'+VT 

= a ^ 2 2 V"J". 

Si donc enfin on fait C F = C I ; ayant mené F M , le trian- 
gle C M F fera celui qu'on cherche. 

Dans la réfolution de ce dernier Problême, on remarquera 
la manière dont on chaiTe l'inconnue , & l'application du calcul 
des radicaux qui rend la formule plus fimpte. Dans la conflruc- 
tion on fera attention à la manière dont on repréfente des nom- 
bres radicaux par des lignes*, & à. celle de conilruire des racine* 
quatrièmes par la Géométrie élcmentaice, 

m> ' \ ... . 
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. PROBLEME XIV. 

Fig. 2 3. 327. Connoijfant le rayon AC dun cercle, trouver le coté AB 

du décagone régulier infait. 

Solution. 

Puifquc A B vaut ~ de la circonférence , l'angle ACB eft 
de 16 degrés; ôc par conféquent, puifque A C = B C, l'angle 
ABC— C A B eft de 72 degrés : Jonc D A C en vaut 1 08. 
Faites AD = AC, vous aurez l'angle ADC = ACDdc 
$6 degrés, ôc par conféquent D C B de 72. Ainfi les triangles 
A B C & B D C font femblables ; donc B D : B C :: B C : 
A B. 

Soit A C = BC = a 3 A B = # ; on aura B D = a -+• x ; 

donc 

a •+• x : a :: a : x 
** -H a x = a* 

Il faut donc divifer a en moyenne & extrême raifon , de fort* 
que la médiane foit x : ou il faut chercher deux lignes a ■+• * 
6c x y réciproquesau rayon eu 

m 

Construction. 

F j 3 La dernière équation donne x — V \ a % — {a 

avec le rayon a foît donc décrit un cercle , ôc au centre E foit 
élevée la perpendiculaire I E = a , foit fait E F = ~ a : on aura 
Fl^^ifl'; c'eft pourquoi fi du centr e F a vec le rayon I F. • 
on décrit un arc K I , on aura KE = v'i ( j I — \ a. 

PROBLEME XV. 

Fig. 14. 328. Cmnoiffant faire dun triangle rjclanglc ABC,^ t angle C, 

trouver les eûtes A B , B C. 

Solution. 

• Soit l'aire b 1 , B C = x , le finus total r , la tangente t , 

• & B A = * y * . Donc par la Trigonométrie* 
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i b* 

x : : : r : t. 

•» : % b % xi t : U 

. x r b* 

vl 

* » • 

* = 

Je vais donner deux conftructions de ce Problême , afin de 
faire mieux fentir qu'il ne faut pas toujours s'en tenir à la conf- 
tru&ion qui fe préfente d'abord. 

P R E.M 1ERE Co N ST'RUCT 10 N, 

Entre les côtes de Uangle donné A D M fc^ élevée la per- 

Îendiculaire F E , on aura D E = r Ôt F E = r. Soit fait 
)G = FE,DH = i,6c foit mené H I parallèle à E G, 

on aura D I = Soit pris M I = 2 b ; entre M I & D I 

cherchez une moyenne proportionnelle I K qui fera un des cô- 
tés demandés : divifez M I en deux également en L , faites 
I N = L I, & menez N*0 parallèle a JIK, vous aurez 

I O = , qui fera l'autre côté , & par conféquent KOI 

fera le triangle demandé. 

Deuxième Construction. 

Soit EDA l'angle donné : faites D A = 2 b , & élevez 
À E perpendiculaire fur D A , vous aurez DA=r & A E 
= r. Prolongez E A indéfiniment , & en D élevez là perpen- 
diculaire D G fur E D, vous aurez A G = - 1 ^ JL \ fttesAH 
=*= A G , & AI = i AD = ^, ayant décrit u n demi -cercle 
fur le diamètre I H vous trouverez A L === J/-^- : faites- 

enfin A B — A L, & menez B C parallèle à DE,eôté delW- 
gle donné; & B A C fera le triangle cherché. 



If* 
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P R O B L E XVI. 

32p. Divifer un triangle en raifon donnée par une ligne 
qui pajfc par un point donné. 

Ce Problême renferme différens cas qui dépendent des diffé- 
rentes pofuions du point donné. Je vais le réfoudre pour un cas, 
ôçde la formule que me fournira cette première folution,je dédui- 
rai celles des autres cas , pour inftruirc le Lecteur de la manière 
dont il doit fe conduire dans ces fortes de paflTages. 

Premier Cas. 

Fig. 33. Soit i°. le point D tellement fitué hors du triangle qu'une li- 
gne menée de «e point à un angle du triangle donné , & qui 
pafle par ce triangle , coupe néceffairement un de fes côtés 
A B. 

JcMivife d'abord le côté A B en un point F de forte que les 
deux fegmens A F , F B foient entr'eux dans le mÇme rapport 
que les parties dans lefquclles on veut divifer le triangle : or, 
clans ce cas A F lFB:: AC F?BC F; par conféquent-ces 
deux triangles font égaux aux deux parties dans lefquelles on 
v:ut divifer le triangle donné ; ainfi fi C F prolongé paffe par le 
point donné D , ce cas du Problême cft réfolu , ôc les parties 
demandées font les triangles A C F & B C F. Mais fi la ligne 
C J' ne patte pas par le point D , ôc que ce foit une autre ligne 
C E , ii faut examiner li A E cft plus grande ou moindre que 
A F : fi elle eft plus grande , le triangle ACE fera plus gsancl 
que A C F , ô: par conféquent B C E fera moindre que B C F : 
;I s'enft^| que la ligne qui part du point D ne peut divifer le 
triangle A C B en ceux parties égales à A C F & BCF fans 
décliner de D C vers A , ôc fans couper les côtés A B , A C 
ciu triangle donné? On fera voir de la même manière que fi A E 
cft moindre que A F , la ligne qui divifera le triangle dans la 
raifon donnée déclinera de 13 C vers B , 6c coupera les côtés 
A B & B C. Pour découvrir fi A E cft plus grand ou moindre 
que À Fj menez D G parallèle à A B jufqu'a la rencontre du 
côté A C prolongé, vous aurez les triangles femblables C G D 
& C A £ , qui donnent CG ; G D :: C A : AE : mais C A 

cf* 
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eft connu, parce que c'eft. un côté du triangle donné, CG & 
G D le font aufli , parce que la pofitidn du point D eft donnée, 
par confdquent on connoîtra AE. Il ne s'agit donc «plus, pour ré- 
foudre le Problême , que de trouver fur la'ligne A C un point K. 
où doit^boutir la ligne nipnée du point D , pour couper un trian- 
gle A H K égal au triangle A C F. 

Solution. 

Soient A C = a, A F = b'i A.G = r , D G =' à , AK 
e= x - T puifque le triangle AH"K eft égal au triangle ACFv 
leurs c6té# autour de l'angle commun A (oVit réciproquement 
proportionnels ; c'eft-à-dire , x (AK) : a ( A C ) :: £ ( A F ); 

(AH); donc AH = — JEt à caufe des triangles fem- 

blables G K D, AK H, * + /(GK') : d (G D) (AK): 

— ( A H ) : ces deux valeurs de A H nous donnent l'é- 

i h 

quation = ; donc d *\ = a b x -+- a b c , à x z 

— aùx = aùc i àtx 1 — -^-s— x x — a \ — : je cherche.une 
quatri4me proportionnelle à DG, AF & AC, je l'appelle e ; 

a b 
d 

b c 



donc . -. = e : j'en cherche une autre à D G - , AF&AG, 



& je la nomme /, donc -j- = f • l'équation précédente de- 
vient donc x 1 — ex = a f : donc AK = x = 7*+r* / j f* -h"?» 
Mais ~ c = v'~^7 r - i donc la valeur ± e — V \ e % + af cft né- 
gative, & donne le point K fur le prolongement de C A vers G: 
or, cette folution ne peut être admifè, parce que 1^ triangle que 
fourniroit D K feroit ho rs du triang le donné : il faut donc s en 
tenir à la valeur ~ e V -»-<*£ 

.Soit % l'hipothenufe d'un triangle *e£bmgle , dont un côté foie 
& l'autre ^ â~f s on aura A K — l f -¥-gS menés D A & 
fa parallèle F L, les triangles fe^blables D G A , F A"L donhe- 
• ront D G : A F : : A G "A L. Mais par Jâ^conftruction D G : 
A F :: A G : / ; donc AL = f, ôc V a f eft moyenrîe pro- 
portionnelle entre A C & A L. 

• Construction.* 

Faites D G : A- F :: A C : f ; cherche* Wûpothénufe ç d'un 
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triangle reclangle dont un côté foit ~ e + ôc l'autre une moyenne 
proportionnelle entre A. C 5c AL. Alors prenez fur A C , de A 
vers C, AK , = 7? + ^; menez U Kghe DHK,. elle cou- 
pera du coté de A le "triangle A H K, égal au triangle A C F, 
• & par cdnféquent laiflera de l'âure côiéle trapèze BH-K égal, 
au tyangle B C F. . 

Deuxième Cas. 

Si le point P eft furie opté* A B , la ligne D G tombe deflus 
la ligne D A & Te ^>oiot G fur le point, A,&AG=fs=o; 

donc -ïj- = f = 0 , ôc a j ' = a f = o ; don*, dans ce 

cas , AK={ e.-H VJe* = i( + -^ = f = JLi . donc 

on trouvera le point K en menant FK parallèle à DC; cary 

alors A D; A F : : A C : A K; donc AK= — K \— = - 2 L . 

4 Trots'iéme Cas. 

• 

Fig. 34. Si le point D eft dans le triangle, foient A B 6c A C les deux 
côtés oui doivent être coupés par la ligne H D K , mené* D G 
parallèle à l'un des deux, tirez la ligne D A, ôc (a parallèle FL 
qui coupe C A prolongé en L : il eft clair que le point D ayant 
changé de côté par rapport au point A , A L devient néga- 
tif j le point G ayant aufli changé de côté par rapport au même 

b c 

point A , la ligne A G devient négative ; donc -j- = / ôc 

m ~Y L — ^deviennent négatifs ; donc , dans ce cas , A K = x, 
= \ e +r e* — - a f eft moindre que ~ f. 

CoflSTRU CTl ON. ' 



Soit g un côté d'un triangle /edlanglc, dont l'autre côté foit 




par le point D , vous mènerez la ligne K D G , ou fervez vous 
de la proportion donnée dans le premier cas A K : A C : : A F : 
A H ; Ôc fi A K eft moindre que A C , vous trouverez A H 
moindre que A B ;*6c #A C , A B feront les côtés coupés ;fi AK, 
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n'eft pas moindre que AC, ni faudra eflayer les côtés AB, 
BC, ou B C. . 

Si la moyenne proportionnelle entre AC & A U, n'eft pas 
plus grande que ~ e , les valeurs de* A K font impoflibles , puif. 
qu'un çôté d'un triangle re&angle rie fçauroit être plus grand 
que l'hipothénufe. 

'Remarque. 

a L'énoncé du Problême fuppofe que la ligne H K eft toute 
entière dans le triangle , mais cette condition n'eft point exprK 
méc dans l'équation : l'équation eft feulement fondée fur CÔ que 
le triangle A H K eft égal au triangle A F C ; ce qui peut être 
lorfque A K eft plus grand que AC,ou AH plus grand que 
A B ; quoique , dans aucun de ces deux cas , la ligne H K ne 
putfTe éftte entière dans le triangle donné. ; 

Quatrième Cas. 

Si le point D eft au fommet de l'angle C ; on aura A G Fig. 3j; 
= c = AC = a , DG = d = o; donc # ~i 

= / font infiniment grands. > ptiifque d — o : b : : a' : -~- , 6c 
à os. o : c : : b : j e -* De plus , puifque a = c , on aura 

a b b c 

— 2 — = — d -> c'eft-à-dire , e —f, ce qui donne pour ce quatriè- 
me cas, AK = *= |<rz± V \ /» — a e. Mats ^ e* — a e 

= e x } A e — a eft un infini , puifque fes deux produifans font 
infinis*; donc V \ e * — à e eft aufli infini , & à plus forte rai' 
£>n ~c-+- V x - — a e : ainfi , dlns, ce cas , une des valeurs 
de A K eft infinie , & ne peut avoir lieu dans la foiution. Mais 
l'autre valeur ~ e — V % - e* — a e # peut être finie , car la diffé* 
rence de deux quantités infinies'; peut être une quantité finie : 
pour découvrir fi elle l'eft .efFe&ivement , j'extrais la rapine de 

\e x — a c , & je trouve — a c —~e — a ~ — *~- , 

&c. Or, dans cette fuite, chaque terme eft infini par rapport au 
fuivant; car le premier terme [ e eft infini, 6c le deuxièmes eft 

' Xij 
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tine qûâtifîté finie; le deuxième a : -y- : : i : ~- : : e : a] donc 

le deuxième eft infini par .rapport au troîfiéme; & le troifiémc 

— : * ^ f : : e : 2 a , do/ic le troifiéme eft infini par rapport 

au quatrième, ôc ainfi de fuite; par conféquerit chaque terme de 
cette fuite eft infiniment plu? grand que la ïbmme de tous les 
termes fuivans. Ainfi puifque le deuxième terme eft une quan- • 
tité finie , la fomme de tous les termes fuivans eft un infiniment • 
petit , & peut être négligée ; donc V \ e » — a e = ~e — a*, 
donc.i e — ✓ i e % — a e = if-if + a = a = AC, 

Cinquième Ca.s. 

Fig.36. Si le point D eft hors du triangle , & que la ligne D1J y en- 
tre par le fommet de l'angle C, menez D G parallèle à A B juf- 
qu'à la rencontre du prolongement de A C : le point G ayant 
changé de côté par rapport au point«D f la ligne D G = d de- 
vient négative aufli-bien que — = e ; mais la ligne =/ 
devient pofitive , & Ja ligne c demeure négative : c fie d étant né- 
gatives , la* quantité ~- aura le «môme figne que fi l'une & l'au- 
tre avoit été pofitive. On aura donc AK = -^^+ V ~c m <* fi 

Construction. 

Menez A D & fa parallèle F L jufqu a la rencontre de A C j 
prolongé s'il le faut ; loit g l'hipothénufc d'un triangle rectangle , 
dont un côté loit ~ e > ôc !*autra une moyenne proportionnelle en- 
tre A.C & AL : alors de A vers C prenez A K = g — i e ; 
la ligne D K H réfoudra le Problème. 

S'ixie'me Cas. 

Fig. 37. Si oa liippofe le point D à une diftance infinie fur le prolon- 
gement de E C :'dans ce cas F L , qui eft fuppofée pafallele à 
A D , devient aufli parallèle à E C , parce que toutes parties fi- 
nies de «lignes qui ne fe rèneontrent auà une diftance infinie 
peuvent être regardées comme- parallèles ; donc la ligne A L 
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fera finie ôc pofitivc : mais DG = <left infiniment gran- 
de , & par conféquent -^p- = e ==\> ; dpnc AK - VTJ. 



• # • Construction. • 

Prenez une moyenne proportionnelle entre A C & AL, por* 
tez-là de A en K 3 & par le point K menez A H parallèle à CE. 

PROBLEME XVIL 

£30. Connoijfant le ftr.m & le co-fwus £m angle , trouver le fmuf 
& le co-fmus xtun angle multiple. 

Solution. * 

• 

Faites un binôme du co-finus Ôc du finus donné; & élevez cé 
binôme à line puiflance qui ait le même expofan* que le multiple : 
la fomme des termes pairs de cette puiflance. précédés alternative- 
ment des lignes -+- & — divifée par le finus total élevé à un degré 
de moins , fera la valeur du finus de l'angle multiple. 

La fomme des termes impairs de la même puiflance avec les 
mêmes lignes ôc le même divifeur fer* la valeur du co-fmtis. 

Démonstration. 

Soit l'angle A , ôc" foit fait A B = B D = D F = F H Fig! . ;Sr 
= H L = L M =» M P , ôcc. examinant les triangles ifofceles 
& les angles extérieurs , on tr5uvera EBD— A-+-ADB 
= 2'A,FDH= 3 A,HFL = 4 A, Ôcc. foient donc me- 
nées les perpendiculaires B C , D E , F G , HI, &c. fi on 
prend A B pour le finus total de l'angle A , B C en fera le finus , 
& A C le- co-finus; E D fera la finu^de l'angle double î B E le 
co-finus ; F G fera le finus de l'angle triple , ôc D G* en fera te 
co-finus. 

Soit donc ÀB e=r, B C = £ * AC = <* : tes (tiangles 
femblaliles donneront AB: BC :: AD : D E, c'eil - à - dire r 

t.b :: 2 a: -i * b ; de même AB : AC :: AD : A E , c'enV 

à-dire , x : a : : 2 a : -i£L ; donc BE = A E — A B 

~ r = 1 " l ~ rl i mais r 1 = a 1 b 1 ; donc B E. 

■ r - * v ... 
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<'' g , & AF-AE + EF - J_f!J=LiL ; doncî 

à caufc des triangles femblaHcs ; r'( A B ) : * ( B C ) : : 1 '* ~ ** ■• 
( A F ) : * '* *~ - f F<?) i de même r f A B ) : a (A GJ :: 
?" -il (AF): ? tf 7 jM (AG);donc DG*=AQ 
_ AD = * " "7 ' " — a 1 ** û h% — iér *- 



flî — -j «»' î & par conféquent AH = AG + GH 
4 ai — 4 a fe' ^ Q n trouvera de même le finus H I =* 

4 î & le co-fmus F I - ■** ~ * ^ ** ,&q 

ce qui formera cette fuite de finus» 
Sinus de l'angle fimple b 

de l'angle double — 

de l'angle triple • ** - 

de l'angle quadruple - — % 



f «* i — io a» H 4- fr' 



* . • 



a 



9c l'angle quintuple — ^ 

&c. 

& cette fuite de co-fmus. 
.Co-finusde l'angle fimple 

. de l'angle double * ~ * ( . 

de l'angle tripte *' ~~ r » 3 * - • 

de 1 angle quadruple — t 1 

ào> langle quintuple f4 > 

&c. 

Or ces «deux fuites font conformes à la loi. preferite dans la folua 
tioni donc, ôtc 

REMARQUE, 

Gn pourra avoir un* formule générale pour un finus , .ou co-fi- 
nus quelconque , en faifant ufàge du binôme élevé à une puif; 
fance indéterminée ( N°. 1 1;. i \6, 1 17. ). 
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Corollaire. 

Tar le moyen des mêmes formules on déterminera les cordes 
. des arcs multiples , puifque les finus en font moitiés . pour cet e£« 
fet, on nommera la corde de l'arc fimple £ , celle de fon complé- 
ment a, & le diamètre r;& puifque la.coide étant donnée, lare 
l'eft aulfi , on fil fervira des même» formules pour multiplier, uir 
arc par un nombre donné. # 

# P R.O BLEME XVIII. 

• : i 

•J 

ÏSi.'Connoîflant la tangente de F arc fimp/e , trouver celli. 
• d un. arc multiple quelconque. 

Solution. 

Elevez à une puuTance indéterminée le binom% compofé du 
rayon & de la tangente : formez une fraction oui ait pour numéra- 
teur les termes pairs de cette puiflance multipliés par le rayon , & 
pour dénominateur les termes impairs, les fignes & — étanttou- 
jours alternatifs, cette fra&ion exprimera une tangente indéfinie. 

Démonstration. 

m 

Le co-finus eft au finus , comme le rayon eft à la tangente , c'eft- 
à-dire ,, ( en me fervant des exprefllons indéterminées pour avfùr 

une démonftration générale ) a n - ■ a*' x b x ~\~ &c. 

: -JU- a » > b — JL**=JJi!L=l*- b*+ &c. :: r : xi 
r*' i x i x 3 x r*- V 

Alais la tangente de l'arc fimple donnoit cette proportion a : b : : 

r : t ;.donc a — ~ ; je fubftitue cette valeur & fes puiiTances 

pour a , & fes pui(Tances»dans la première proportion , je néglige 
• dans les divifeursr" - 1 divifeurs dvj finus Ôc du co-finus, 6c je trouve 

» x r ' b' w x n — i x w txf'i' . - 

i x « • i x i x 3 r <XC> 

X ! 

f r» h x » — i x f* b' - 

— -t- occ. 



i x » x *• 



Multipliant le numérateur & le dénominateur de cette fhtUoa 
par t" > & les diyifant par b n , on trouvera enfin 
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n » x » — fxn 

m — r' f — — - 

! I x t x 3 



1 



Sec. 



f — 



« X M 



: Ce qu'il faU 



X X 1 



■r— » -h &c. 



/m* muver. 

PROBLEME XIX. 
332. Trouver un cylindre dont la furface /oit égale à#n cercle donné, 
# Solution. 

Soit r lé rayon du cercle, c fa circonférence , x la hauteur du 
cylindre , & y le rayon de fa bafe ; la circonférence de là Laie fera 

ôc par conféquent 



r 

x ■■ 



■ T cr 
\ en 



r* 

.y 



On voit que ce Problême efl: indéterminé, de* forte qu'on peut 
prendre le rayon ou la hauteur , à volonté. 

PROBLEME XX. 

333* (%noi{fant le diamètre dune fphere & la hauteur d'un cylindre 
qui lut ejl égal y trouver le diamètre du tylmdie. 

Solution.' , 

Soit d le diametfe de la fphere , a la hauteur du cylindre , # ôc x 
fon diamètre ; on fcait que le «ube du diamètre eft à la fphere , à 
peu près , comme 300 : 1 J 7 ; par confdquent la toiidité de la tphere 
f era & C elle du cylindre fera -i'-i-^- ; donc fcivant 

h condition du Problème 

4 X H7 ài 



x=*l/L 



= 3 14 a x'- 



art 



1 

a 



Tin de la première Partie. 



TRAITÉ 
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TRAITE 

D'ALGEBRE. 

DEUXIEME PARTIE. 

De la réfoiution des Equations de tous les degrés, & de 
l'application de l'analyfe aux courbes Algébriques. 

i 

PREMIERE SECTION. 

De la formation & de la réfoiution des Equations 
de tous les degrés, 

CHAPITRE PREMIER. 

De la formation des Equations &. de leurs racines, 

O m M E on a découvert les Règles de l'extraction des 
racines par l'examen de la manière dont les puhTan- 
ces avoient été formées ; aînfi , pour découvrir les voyes 
que l'on doit fuivre dans la réfoiution des équations , 
nous allons examiner leur formation, 

Y 




i7o Traite* d'Algèbre. 

i . Je fuppofe une inconnue x , dont les valeurs foient a , b , c , &c» 
& par conféquent x — a— o , x — b — o, x — c = o , ôcc. 

le produit de deux de ces deux équations ftmples , comme x — a 

xx — b = o donne une é quatio n du fécond degré : le produit 

de trois , comme x — ax x — bxx — c — o , en donne une 
de troi^ degrés : le produit de quatre en donne une de quatre di- 
menfions;& en général, la plus haute puiflancc de l'inconnue, 
dans une équation, eft égale au nombre des équations fimples qui 
l'ont produite. 

2. C'eft pourquoi une équation peut être confidérée comme pro- 
duite par la multiplication d'autant d'équations fimples qu'elle a de 
degrés, ou par un nombre quelconque d'équations, dont lafomme 

. des dimennons eft égale au degré de l'équation propofée. Ainfi 
une équation cubique peut être conçue comme formée par la multi- 
plication de trois équations fimples, ou par la multiplication d'une 
équation fimple & d'une du deuxième degré; &• on peut regar- 
der une équation du quatrième degré, comme le produit de qua- 
tre équations fimples , ou comme celui de deux du deuxième de- 
gré, ou enfin comme celui d'une équation cubique par une fimple. 

3. Quand il eft queftion de réfoudre une équation , comme 

x — a y. x — b y. x — c x x — d — o, toute la difficulté con- 
fifte à trouver les équations fimples dont elle eft le produit, par 
exempte, ici x — a = o,x — b = 0, x — c = o,# — d = o; 
chacune de ces équations fimples fournit une valeur de x , 6t une 
folution de l'équation propofée. Car fi, dans cette équation, on 
fubflitue à x quelqu'une de fes valeurs prife dans ces équations fim- 
ples ; alors tous lestermes.de cette équation fe détruiront ôc devien- 
dront effectivement égaux à o , parce que le produit dune quantité 
quelconque par o eft toujours zéro. Il y a donc quatre luppofi- 
tions qui peuvent rendre f équation précédente égale à o , c'eft- 
à-dire qu'elle a quatre racines, ht de même toute équatien a au- 
tant de folutions qu'il entre d'équations fimples dans fa forma- 
tion , ou autant qu'il y a d'unités dans l'expofant de la plus haute 
puiiTance de l'inconnu. Je iippofe ici que l'équation ne fe puifTe 
pas réduire à de moindres dimenfions, car l'équation x 6 — a xi 
-f- b = o , qui paroîtroit ctre du fixiéme degré , n'eft cependant que 
du deuxième; puifque failànt xi =y, elle fe réduit aj l — a y 
b — o j qui n'eft que du deuxième degré. 
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4. Mais comme a , b , c, d font les feules quan;i;^s qui, fubfii- 
tuées à x , puilfent rendre le produit égal à zéro ; il s'enfuit que 

Fcquation x — a x x — b x x — c x x — d = o ne peut 
avoir que quatre racines , & n'eft capable que de quatre folutiens. 
Si vous fubftituez , dans ce produit, une autre quantité , comme e , 
qui ne foit égale à aucune des quatre précédentes, alors aucune 
des quatre quantités e — a, e — b, e — c , e — d n'étant égale 

à zéro , leur produit e — axe — b x e — exe — d fera né- 
ceffairement quelque chofe de réel : 6c par conféquent il n'y a 
aucune fuppolition , outre les quatre précédentes , qui puiiïe don- 
ner la jufte valeur de x dans l'équation propofée; ôc ainfi elle ne 
fçauroit avoir d'autre racine que les quatre précédentes ; & en 

fénéral , aucune équation ne peut avoir plus ae racines qu'il n'y a 
unités dans l'expolant de la plus haute puhTance de fon inconnue. 

Pour rendre tout ceci plus fenfible par un exemple en nom- 
bres ; je fuppofe qu'on ait à réfoudre l'équation x* — 10 xi 
— 50 x -h 24 = 0, Ôc qu'on ait découvert que cette 

é*quation eft le produit de* — 1 x* — 2 x x — 3 x x — 4, 
on peut alors conclure que les quatre valeurs de x font 1 > 2 , 
S > 4 ; 6c on verra que chacun de ces nombres fubftitués pour x 
dans l'équation , la rend égale à zéro, comme on la fuppofe, de 
plus, on fera certain que x ne fçauroit avoir d'autre valeur, puis- 
que , fubftituant tout autre nombre à la place de x dans les quan- 
tités x — 1 y x — 2, x — 3 > * - 4> aucune d'elles ne le dé- 
truit ; ôc que par conféquent leur produit ne peut être égal à zéro , 
ovpie le demande l'équation. 

y. Il eft quelquefois à propos de confidérer les équations 
comme produites par d'autres. Ainfi une équation cubique. peut 
être conçue comme formée par l'équation du deuxième degré 
x 1 — p x q = o multipliée par * — a = o , dont le pro- 
duit eft ** "" f * * * ~~ * * l = o qui défigne toute 
— a x 1 H- a p x Ç n 0 

équation du troilléme degré, dont les racines feroient a, valeur 
de x dans l'équation fimple, ôc les deux racines de l'équation 

quarrée 9 + v f* — *1 & P ~ £EE S H ; 6c félon que 

ces racines font réelles ou impoflibles, celles de l'équation cu- 
bique le font aufli. 

Yij 
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6. On a vu ci-devant que la racine quarrée d'une quantité néga- 
tive eft impoffible ou imaginaire ; df où il fuit que quoiqu'une 
équation quarrée n'ait aucune exprefllon impoflible dans fes coèf- 
ficiens', elle peut cependant avoir des racines imaginaires ; ainil 
l'équation x z a 1 = o ne c ontient aucun coefficient impolli- 
blc; cependant fes racines V~— a x & — V — a 1 font toutes 
deux imaginaires ; il en eft de même de toutes les équations qui 
peuvent être formées par la multiplication de celles du deuxième 
degré feules , c'eft à-dire , de celles dont les cxpo&ns font des 
nombres pairs ( première Part. N°. 105.). 

7. Mais une équation du troifiéme degré qui eft produite par 
une du deuxième , & une du premier , a au moins une racine 
réelle , fi elle n'a point de coèfficiens impoffibles ; & cette racine 
réelle eft toujours celle de l'équation fimple qui entre dans fa for- 
mation. Le qu arré d 'une quantité imaginaire peut être réel , ainlï 
le quarré de V — a % eft — a 1 qui eft réel ; mais le cube d'une 
quantité impoffible eft encore impoffible, parce qu'il renfer me la 
racine quarrée d'une quantité négative , par exemple , V — a* 
x V— a 1 x V — a x — V —"a" — ai V — 1 eft imaginaire. 
De-)à , on doit conclure que quoique la multiplication de deux 
équations fimples qui renferment des imaginaires , puuTe donner 
un produit qui n'en renferme plus » cependant il n'en eft: pas de 
même de trois équations fimples, dont la multiplication ne fait 
point difparo'nre les expreffions impoffibles, & par conféquent 
quoiqu'une équation du fécond degré, dont tous les coèfficiens 
font réels , puilfe avoir les deux racines imaginaires , l'équation cu- 
bique, dont les coèfficiens font réels, a au moins une racine réelle* 

8. En général, les expreffions impolTibles ne fçauroient difparoi- 
tre dans une équation , à moins qu'elles n'y entrent en nombre 
pair. 

p. Dan* une équation, dont tous les coèfficiens font réels, il 
ne peut y avoir un nombre impair de racines impoffibles. 

10. Les racines dea équation^ font pofitives ou négatives, fé- 
lon que les racines des équations fimples qui les ont produites 
le font elles - mêmes, bi on (t-ppofe .*= — a r x — — b , 
x =» — c , x = — à ; ce qui donne x a = o, x b ~ o r 

& lequation réfultante # •+- a x * -+- £ x x+fx x -+- à — o 
au>:a pour fes racines — a y — b , — c , — à , qui font toutes 
aé^atives. 
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CHAPITRE IL 
Des termes des équations , de leurs cotfficiens & de leurs fignes. 

II. /^"\N difpofe les termes d'une équation de maniete quer 
\J celui qui contient l'inconnue élevée à la plus haute puif- 
fance en eft le premier ; celui où elle eft élevée à une dimenfion de 
moins , en eft le deuxième terme; celui où elle a deux dimenfions 
de moins qu'au premier, eft le troifiéme terme» 6c ainfi toujours di- 
minuant d'une dimenfion à chaque terme jufqu'au dernier , qui ne 
contient plus que des quantités connues. 

12. Le nombre des termes d'une équation furpafle toujours de 
l'unité la plus haute puiflance de l'inconnue. Quand' quelcjue ter- 
me y manque , on marque fa place par une petite étoile. L infpec- 
t^i de la Table fuivante inftruira de ce qui regarde les fignes ôc les 
cwîfticieni des équations. 

x * — b = o 



= *• — a x 



— bx -h a bl = ° 

X x — c = o 

= xi — a ) a b ) 

— b > x x* + ic )xï — nii ( = 



— a 



) -4- « "\ — a b c ^ 

aJ +bc { ** — bed-J 
-hbd\ 
■+■ e d J 



XX — « 




xx—êbedesaf 
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On voit par cette Table, i°. que le premier terme d'un© 
équation a l'unité pour coefficient. 2°. Que le deuxième terme 
a pour coefficient la (brame de toutes les racines avec leurs li- 
gnes changés. 3 0 . Que le coefficient du troiliéme terme eft la 
ibmmc de tous les produits qu'on peut faire en multipliant tou- 
. tes les racines deux à deux. 4 0 . Que le coefficient du quatrième 
eft la forarae de tous les produits que l'on peut faire , en multi- 
pliant les racines trois à trois avec leurs lignes changés : on peut trou- 
ver de même les coèfficiens des autres termes. j°. Que le dernier 
terme cft toujours le produit de toutes les racines, après avoir chan- 
gé leurs fignes. Quoique dans cette Table on n'ait multiplié que des 
équations fimples, dont les racines font pofitives , il eft cependant 
aifé de voir qu'il fuffit de fuivre la même règle générale lorfque 
les racines fe trouvent négatives , Ôc que la différence qui fe trou- 
ve dans les coèfficiens n'eft que dans les fignes. Car, fuppofons 
que — p x 1 -+- q x — r = o repréfente une équation cu- 
bique quelconque; alors p défignera la fomme des racines, ÊÊp. 
fomme des produits des racines prifes deux à deux , r le produit 
des trois racines : en un mot , fi — »",-+-/, — * j 

-f- v , Ôcc. font les coèfficiens du 2 e , 3 e ,4 e , j e , 6 e , 7 e , &c. 
termes d'une équation , p fera la fomme de toutes les racines , 
q celle des produits des racines deux à deux, r celle des produits 
des racines trois à trois, f celle des produits des racines quatre 
à quatre , t celle des produits des racines cinq à cinq , v celle des 
produits des racines nx à fix, &c. 

14. C'eft pourquoi une équation étant propofée, il eft aifé de 
trouver la fomme des racines qui eft égale au coefficient du deuxiè- 
me terme après en avoir changé le figne : il n'eft pas moins facile 
de trouver la fomme des produits qu'on peut former, en les mul- 
tipliant deux à deux, trois à trois, &c*$g 

On peutauffi trouver la fomme des quarrés, ou des puhTances 
quelconques des racines : la fomme des quarrés eft toujours 
> : — 2 q ; car, appellant ta fomme des quarrés B , puifque cel- 
és des racines eft p ; ôc que le quarré d'une fomme de quantités 
eft toujours égal aux quarrés de chacune de ces quantités ajou- 
tés au double des produits qu'on peut former en les prenant deux 
à deux; par conféquent p z == B -+- 2 q ; par eonféquent B — p % 

— 2 q , par exemple , a +i + f = + i l + c ! + 2ai 
r+- 2 al 2 b c ; ceft-à-dire , p* = B 2 q. Il en eft de même 
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d'un nombre quelconque de quantités. D'où on peut conclure , 
en général , qu'on peut toujours trouver B Somme des quarres 
des racines d'une équation en fouftrayant 2 q de pK 

La fomme des cubes des racines d'une équation eft pi — 3 p q 

4* J ^ , oa B p — p q -4- 3 r car B — q x p donne toujours 
l'excès de la fomme des cubes d'un nombre de quantités fur la 
triple fomme des produits qu'on peut faire en les multipliant trois 

à trois ; ainfi <a* 4- £ z H- r 1 — a b — a c — ^xu + i + f 

= B — , q x p = aî fa -i- cî — 3 a b c. Ceft pourquoi fi on 

appelle C la fomme des cubes , on aura B — qxp = C — 3 r, 
& C = p — p q -t- 3 r — pi — 3 p q 3 r : parce que 
B = p z — 2 q. De la même manière , fi D eft la fomme des 
quatrièmes puifTances des racines , on trouvera D = C p — B q 
■+■ P r "~~ 4 fi & fi E eft la fomme des cinquièmes puifTances, 
fin. aura E = D p — C^+Br — p f<+> $ r : fie ainfi des 
autres puhTances. 

1 f. Dans la Table précédente les lignes font alternativement 
•+* ôc — : les équations en font produites par la multiplication 
continuelle de x — a , x — b , x — c y x — à , x — e ; àc 
le premier terme eft toujours une puiflance pure de .y, & eft 
pofitif ; le deuxième eft une puiflance de x multipliée par — a , 
— b, Ôcc. & puifque ces quantités font toutes négatives, le deuxiè- 
me terme doit être négatif; le troifiéme terme a pour coefficient 
les produits des quantités — a, — b , &c. prifes deux à deux , 
& comme tous ces produits font pofitifs , le troifiéme terme le fera > 
par la même raifon , le coefficient fuivant fera négatif, parce qu'il 
contient tous les produirs des* mêmes quantités prifes trois à trois : 
& le fuivant fera pofitif. De forte que les coëfficiens font pofitifs 
& négatifs tour à tour. Mais dans te cas dont nous parlons , tou- 
tes les racines font pofitives ; puifqu'on a pris pour équation fim- 
ple x = a , x — b , x =■ c , ôcc. il eft donc évident que lorP 
que toutes les racines font pofitives les fignes font alternativement 

1 6. Si les racines font toutes négatives, l'équation fera x -i- a 

xx-t-b, &c. — o dont tous les termes font pofitifs; par confé- 
quent lorfque toutes les racines d'une éauation font négatives > il 
11'y a point de changement de fignes dans fes termes.. 
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i 7. En général , il y a autant de racines pofitives qu'il y a dans 
les termes de chanpmens de fignes de -h en — , ou de — en 
& les autres racines font négatives. Cette règle eft générale , s'il 
n'y a pas de racines imaginaires. 

~— — ci x 

Dans l'équation du deuxième degré** ^'-+-ab=.o 9 

il y a deux changcmens de fignes , les deux racines font pofiti- 

ves : dans l'équation x 1 . ^ a b — o , où il n'y a aucun 

changement de fignes, les deux racines font négatives : dans l'é- 

quation x- . ^ — £ = o , il y en a une pofuive & une 

négative , parce qu'il y a néceiïairement un changement de fi- 
gnes , puifque le premier terme eft pofitif , & le dernier négatif, 
ce qui ne peut faire qu'un changement de fignes , foit qu'on re- 
garde le deuxième comme pofitif, ou comme négatif. 

Dans les équations cubiques les racines peuvent être , i°. tou- 
tes pofitives , comme dans x — a x. x — ù x x — <: = o , ou 
les lignes font alternativement -+• & — , comme on peut voir 
par la Table ; ainfi il y a dans cette équation trois changemens 
de fignes. 2 0 . Elles peuvent être toutes négatives comme dans 

x -h a x ,v + i x x -+- c — o , où il n'y a aucun change- 
ment de fignes. 3 0 . Il peut y en avoir deux pofitives, ô&une né- 
gative comme dans l'équation x — a x x — h* + f = 0, 

— a\ -h ab-\ 
ce qui donne xî ■^^>x* 1 — ac >x x H~ a £ r = o ; ilya 

•+- cJ < — b cJ 
ici deux changemens de fignes : parce que fi a -+- b eft plus 
grand que c, le deuxième terme eft négatif î Ôcfia-H^<r, 

le troifiéme terme devient négatif ;cara xi <a + + b. 

Or, dans ce cas, a -H b x. a 4- b eft moindre que a -h b x c 
ma a c -+- b c. Donc a c -+- b c eft plus grand que a b : par con- 
féquent , dans cette équation , on ne fçauroit fuppofer trois chan- 
gemens de fignes i le premier & le dernier ayant le ligne -4-. 
4 0 . Il peut y avoir une racine pofitive, Ôc deux négatives, com- 

me dans l'équation x-t-axx-i-bxx — c = o, qui don- 
ne 
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a ) •+• a b > 

lie a- 3 -f-^^x a 1 — 0 > x x — 0£r = o,oùilya tou- 
jours un changement de fignes, puifque le premier terme eft po- 
fitif & le dernier négatif. Et il ne peut y en%voir plus d'un , puif- 
que fi a -h b eft moindre que c , ce qui donne le deuxième ter- 
me négatif, le troifiéme terme fera aufli négatif: ou fi le deuxiè- 
me terme eft pofitif , quel que foit le troifiéme terme , il ne peut 
y avoir qu'un changement de fignes. On peut donc conclujgfe en 
général , que dans toute équation cubiaue , il y a autant de raci- 
nes pofitives qu'il y a de changemens de fignes dans tous les ter- 
mes fucceflîfs de l'équation. On peut appliquer le même raifon- 
nement aux équations d'un degré plus élevé. 

18- Mais les racines imaginaires n'appartiennent proprement 
ni aux pofitives, ni aux négatives, quoiqu'elles empruntent l'une 
ou l'autre de ces formes , & quelquefois l'une Ôc 1 autre en mê- 
me-temps. Les exemples fuivans éclairciront ce myftere. 

L'équation xi-^qx-y~r— o manque dexleuxiéme terme ; 
ainfi pour la foumettre à la règle précédente , il faut fuppléer ce 
terme , qui peut être indifféremment + ox l , ou — o : or, 
l'équation *i + o x l + ^ * — rs=o doit avoir , fuivant la 
régie , une racine pofitive ôc deux négatives , & la même équa- 
tion préfentée fous la forme xi — o x* -+- q x — r paroît avoir 
avoir trois racines pofitives, ce qui fait voir qu'elle contient deux 
racines imaginaires, qui paroiflent négatives fous un point de vue, 
& pofitives fous un autre. 

Si on examine les changemens de fignes de l'équation #î -i-p x x 
4- J p p x — q — o , elle paroîtra avoir une racine pofitive , & 
deux négatives : mais 'fi- on y ajoute une racine pofitive 2 p , 
en la multipliant par l'équation x — 2 /> = o , on trouvera *♦ 

— p xi p* Af l ~ ^ ^"+* 2 />#=°> <pn devroit alors avoir 

deux racines pofitives, & deux négatives; mais les fignes alterna- 
tifs femblent indiquer d'un autre côté que toutes les racines font 
pofitives; d'où on peut conclure que les deux racines qui paroif- 
lent négatives dans la première équation étoient imaginaires, puif- 
qu'elles paroilTent pofitives dans la deuxième. 

De tout ce que nous avons vû jufqu'ici fur la formation des 
équations , on a tiré plufieurs'conféquences qui font d'un grand 
uuge pour en découvrir les racines. Mais avant que d'en parkç, 
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nous allons expliquer quelques transformations d'équations qui 
peuvent fouvent les rendre plus (impies , et faciliter la décou- 
verte de leur racines. 



CHAPITRE III. 

Da^a transformation des équations , & de t évanouijfement 
de leurs termes intermédiaires. 

ip. peut changer les racines pofitives dune équation en 

négatives de la môme valeur & les négatives en pofiti- 
ves , en changeant feulement les fignes des termes alternatifs , 
en commençant par le deuxième; par exemple, les racines de 
l'équation — xî — i p a* -4- 4P x — 30 =■ o font ■+■ 1 , 
•4- 2 , -+- 3 , — J»au lieu que fi on change les fignes comme 
on vient de dire , l'équation fera *3 — ip ** — 4p x 

~ 30 = o : ôc les racines — 1 , — 2 , — 3 > -4- 

Pour concevoir la raifon de cette règle , prenons l'équation 

x — a y x — b x x — c x x — d x x — e, ôcc. = o , 
dont les racines font -+- a , -4- H- , -W , ôcc. Ôc l'é- 

quation x -\-axx-+-bxx -+- c x x -h d x x -h'e, 
ôcc. = o qui a les mêmes racines , mais affectées de fignes con- 
traires. Il cft évident que les termes alternatifs, en commençant 
par le premier, font, les mômes dans l'une ôc l'autre équation, ôc 
qu'ils y ont les mômes fignes, parce qu'ils font les produits d'un 
nombre pair de racines : mais le deuxième terme ôc les fuivans , 
pris alternativement, ont des fignes contraires dans les deux équa- 
tions, parce que leurs coefficiens font les produits d'un nombre im- 
pair de racines. 

Les transformations les plus fréquentes , font celles qui fe font 
par le moyen des quatre opérations de l'Arithmétique , en aug- 
mentant, diminuant, multipliant, ou divifant les racines d'une 
équation; ce qui fe peut faire fans les connoître. 

20. Si on veut transformer une équation en une autre, qui ait 
fes racines plus grandes ou moindres d'une différence donnée, 
que celles de la propofée : foity par exemple , l'équation cubi- 
que ,\-3 — p x 1 q x — r = o ; on demande de la transfor- 
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mer dans une auFre dont les racines foient moindres d'une quan- 
tité e; je fûppofe ^ = x — e , ôc par conféquent .v = y 4- e , 
alors, au lieu de x Ôc de fcs puiflfances, je fubftituc y •+• f ôc fes 
puiflances correfpondantes , ôc j'ai la nouvelle équation 

« 

— p y x — 2 p e y — p ei 

— r 

dont les racines font moindres que celles de la propofée de là 
différence e. Si on avoit demandé de trouver une équation dont 
les racines furpaflaflent de la même quantité e celles de la pro- 
pofée ; on eût fuppofé y — x -+• e , Ôc par conféquent x ^ y 
— e , ôc on eût eu pour équation transformée 

-\ripey— pt x ^ 



Si l'équation propofée avoit été /? -4- q x r « b ^ 

ialors fuppofant * -+• * = _y , on eut eu une équation entière- 
ment femblable à la première des deux transformées précéden- 
tes , excepté que le deuxième 6c le quatrième terme y auroient 
eu des fignes contraires ; ôc fuppofant x — e = y , on auroit eu 
une équation femblable à la deuxième transformée , excepté que 
le deuxième ôc le quatrième terme y auroit eu des fignes con- 
traires ; car , dans la première fuppofition on eut eu 

j e jr* «+•' j e*y *3 
y* — 2pey — p e 1 

± q y — q * 

Zij 
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$c dans la deuxième luppofition 

■ 

y* ■+• 3 t y z + 3 '* y + ^ 



= p 



Le premier ufage de céttè transformation eft de fournir le moyerr 
de faire évanouir le fécond terme , ou un autre terme intermé- 
diaire d'une équation. 

■ 

Dans la première transformée , donc le deuxième terme eft 
3 e y 1 — p y 1 , Ci on fuppofe e == f p , Ôc pat conféquent 3 e — p 
= o , le deuxième terme difparoîtra ; 6c avec la même fiippofi- 
tio» on fera évanouir le deuxième terme de la troifiéme trans- 
formée ; mais la première transformée écoit déduite de l'équation 
xi — p x 1 -t- q x r = o , en fùppofcpt y = x — e : 6c la 
troifiéme transformée étoit déduite de l'équation *3 •+-/> x z 4- q x 
r = o : en fuppofant y — x -+- e ; d'où il eft facile de tirer 
la règle fuivante , pour faire évanouir le deuxième terme d'une 
équation du troifiéme degré. 

Règle; 

2i. Ajoutez à l'inconnue le f du coefficient du deuxième ter- 
me avec fon figne propre , par exemple , j p , fuppofez cette 
fomme égale à une nouvelle inconnue y ; de cette valeur de y 
tirez celle de x par tranfpofition , & fubftituez la valeur de x 6c 
fes puiflances dans l'équation , 6c vous aurez une nouvelle équa- 
tion qui n'aura point de deuxième terme. 

Exemple. 

Soit l'équation xî — p x -4- 26 x — 34 = 0 , dont orl 
veut faire évanouir le deuxième terme; je fuppofe x — 3 =y, 
eu * = y 3 ; & fcifant le* fubftitutions preferites par la re- 
régie, on trouvera 
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yi + 9 y* + 2J y + 27 

~ ? y* ~ 54 y — 81 
-t- 26 y 78 

— 34 



^1 * — ^ 10 6= G 

Dans cette équation il n'y a plus de deuxième terme , & on 
a mis une petite étoile pour faire voir qu'il manque. 

Soit propofée une équation dont le nombre de dimenfions foie 
repréfenté «par », 6c le coefficient du deuxième terme par — p : 

alors , fuppofant x — t -J- » y , & par conféquent x — y 

•+-—>& fubftituant cette valeur de * dans l'équation donnée, il 

naîtra une nouvelle équation qui n'aura point de deuxième terme ; 
car on a fait voir ci-devant que , dans ce cas , -+-p eft la fomme des 
racines de l'équation ; c'eft pourquoi, puifque nousTuppofonsj> = # 

£- , il s'enfuit que dans la nouvelle équation , chaque valeur dey 

fera moindre que la valeur correfpondante de x de la quantité ; 

& puifque le nombre des racines eft n , la fomme des valeurs de y 
fera moindre- que p, fomme des valeurs de *, de 4a quantité 

n x = p : par conféquent la fomme des valeurs de y fera 

-t- p — p sss o ; mais le coefficient du fécond terme "de l'é- 
quation transformée eft la fomme des valeurs de y, c'eft-à-dire, 
•t- p — p = o ; & par conféquent ce fécond terme s'évanouit, 
De-là , on peut déduire la règle générale fuivante , pour faire év*r 
nouir le fécond terme d'une équation quelconque. 

R E G LE» 

22. Divifez le coefficient du deuxième teime de l'équation pro- 
pofée par l'expofant de la plus haute puiflance de l'inconnue; 
ajoutez ce quotient, avec un figne contraire, aune nouvelle in- 
connue y : enfin fubftituez à x ôc à fes différentes puifTanees fa 
râleur , & les puiffances coï respondantes de fa valeur , par ce 

Z iij 
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moyen , vous aurez une nouvelle équation fans fécond terme. 

Si on propofe l'équation du deuxième degft x- — p x q 
= o , fuppofez y ~ p = x , fubftituant cette valeur pour x vous 
trouverez 




a 



On voit , par cet exemple , I'ufage de l'évanouiflement du 
deuxième terme ; car ayant trouvé la valeur de y par le moyen 




= — î p % — de forte que x—y -*-{p = \p +: ✓ — qf 
ce qui s'accorde avec ce que nous avons déjà démontré au fujet 
des équations du fécond degré dans la première Partie de cet Ou- 
vrage. 

Si on propofe l'équation du quatrième degré x* — />xî+^ X* 
i — r x + î = o, alors fuppofant x — f p = y , ou x — y 
*rp > & faifant les fubftitutions , on aura une équation fans 
deuxième terme. Si la propofée étoit de cinq dimenfions on fup- 
poferoit .v ==y iz. } p , 6c ainfi de fuite. 

23. Lorfque le deuxième terme manque dans une équation , 
on peut conclure qu'il y a des racines pofttives, 6c des racines 
négatives , ôc que la fomme des pofitives eft égale à celle des 
négatives ; car c eft ce qui fait que le coefficient du deuxième ter- 
me , qui eft la fomme de toutes les racines , eft égal à zéro , ce 
qui fait difparoître le deuxième terme. 

24. En général , le coefficient du deuxième terme eft toujourt 
la différence de la fomme des racines pofitives à celles des négati- 
ves : 6c les règles que nous avons données fervent feulement à dimi- 
nuer toutes les racines^lorfque la fomme des pofitives eft plus gran- 
de, ou à les augmenter lorfque la fomme des négatives eft plus gran- 
de , de manière qu'on réduife ces deux fommes à l'égalité. 

2j. Il eft donc clair que dans une équation du fécond degré, 
qui manque de fécond terme, il y a une racine pofitive ôc une 
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négative ; & qu'elles font égales entr'elles. De même dans une 
équation du troifiéme degré , dorrt le fécond terme eft évanoui , 
il y a , ou deux racines politives qui , prifes enfembles, font éga- 
les à la troifiéme, qui eft négative, ou deux négatives, dpnt la 
fomme eft égale à la troifiéme qui eft pofitive. 

Soit propofée l'équation *3 — p * l -h q * — r = o, dont 
on veut faire évanouir le troifiéme terme ; je fuppofe y = x — c , 
je transforme l'équation , & je trouve pour coefficient du troifié- 
me terme de la transformée $ e l — 2 p e-\- q , que je fcppofe 
égal à zéro. Je réfouds l'équation du féco nd degré 3 e 1 — 2 p e 

H- q = o , & je trouve e = f ~ . f î -^- ; de forte qu'on pour- 
ra transformer cette équation cubique en une autre q ui n'au ra 

point lie troifiéme ter me , en fupp ofant y = * — . — , 

ou y = x ~ — . 

26. En général , on peut faire évanouir le troifiéme terme d'une 
équation quelconque d'un nombre de degrés n , en réfolvant l'é- 
quation du fécond degré e x -h xf + -„ x X w !_ , = o , fup- 

f)ofant — p pour coefficient du fécond terme , & -+- q pour ce- 
ui du troifiéme de l'équation propofée. 

27. On peut faire évanouir le quatrième terme d'une équation 
quelconque , par la folution de l'équation cubique , qui eft le coef- 
ficient du quatrième terme de la transformée ; Ôc le cinquième par 
la folution d'une équation du quatrième degré , ôcc. 

L'évanouiflemenc du fécond terme eft fouvent fort utile , on 
a befoin de celui du troifiéme dans certaines conftru£tions géo- 
métriques , mais celui des termes fuivans n'eft prefque jamais d'au- 
cun ulagc. 

28. Une équation comme .v3 — p x z -+- q x — r — o peut 
être transformée en une autre , qui aura fes racines égales à celles 
de cette équation multipliée par une quantité donnée , comme /, en 

fuppofant y =fx, & par conféquent x = -jU en fubftituant cette 
valeur de x dans l'équation propofée on a la transformée ~ -^Jj 

H--^.- r = o; en multipliant tout par/? , on a yl — fpy 1 

-*-f l qy — fi r = Oy ou le coefficient du deuxième terme de 
la propofée multiplié par /, forme celui du lècond terme de la 
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transformée ; & les coëfficiens fuivans font produits par les corfef- 

pondans de la propofée multipliés par les puiflances fucceflives def. 

a$. C'eft pourquoi pour transformer une équation en une au- 
tre , dont les racines foient égales à celles de la propofée multi- 
pliées par une quantité donnée /, il fuffit de multiplier les termes 
de la propofée , en commençant par le fécond , par les puiflances 
fucceflives /, fi , fi , Ôcc. ôc de mettre^ 6c fes puiflances au lieu 
de x & de les puiflances. 

On*fe fert de cette transformation pour réduire à l'unité le 
coefficient de la plus haute puhTance de l'inconnue. Soit , par 
exemple, l'équation a xi p x z q x — r = o, transformez- 
là dans une autre, dont les racines foient égales à celles de la 
propofée , multipliées par a j c'eft-à-dire- , fuppofez^ = a x , ou 

x = —, vous aurez ^4t H- r = ° '> c'eft-à- 

dire , yi — py* •+- q a y — r a 1 = o. D'où on tire facilement 
la règle fuivante. 

Règle. 

30. Changez l'inconnue x en une autre y, ne mettez aucun 
coefficient à la plus haute puiflance de la nouvelle inconnue , 
confervez au fécond terme le coefficient de la propofée , multi- 
pliez les termes fuivans, en commençant par le troifiéme par a , 
à 1 , ai , ôcc. qui font les puiflances du coefficient du premier 
terme de la propofée. 

L'équation s xi — 13 -h 14*-!- 16 = 0 étant transfor- 
mée, iuivant cette règle , deviendra, y 1 - — + 3 x 14 « 
+ px \6 — o, ou yi — 13 y 1 42 x -+- 144 = o, & ayant 
trouvé les racines de la transformée , il eft facile de trouver cel- 
les de la propofée , puifque 3 * = y , ou x = j y. Et par con- 
féquent puisqu'une des valeurs de y eft — 2 , il s enfuit qu'une de 
celles de * eft — f. 

3 1. Par le fecours de la règle précédente on peut délivrer une 
équation de fractions. Soit , par exemple , l'équation xi — 

x l -+- x j = o ; multipliez tous les termes par le pro- 
duit des dénominateurs, ôc vous aurez mnexxi— nex p x 1 
me x q x — m w r = o ; enfuite , transformant cette équa- 
tion en une autre qui aura l'unité pour coefficient ; vous trou- 
verez yi — - - n e * p y x H- m x e 1 n x q y — mi ni e 1 r = o , 

ou 
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ou négligeant le dénominateur du dernier terme vous vous 
contenterez de multiplier tous les termes par m n , ce qui donne 
*n n x xi — n xpx l -h mxqx ™ * r — o ; & par conféquent 

yi — nxpy*-{-m ï nxqy m ^~^JL. — G . Ayant trouvé les va- 
leurs de y, il fera facile d'avoir celles de x j puifque dans le pre- 
mier cas , x = — y - — : dans le fécond , x — — — . Si on a , 

par exemple, l'équation xi # — * x — ~r ° > première- 
ment, on la réduit fous cette forme , 3 xi * — 4 x — = 0, 
& enfuite on la transforme en celle-ci yi * — 12 y — i$6 
= o. 

3 2. Ces transformations font quelquefois difparoître les radicaux. 
Soit , par exemple , *l — p V~â x ** «+- q x — r V'V = o ; 
fi on fuppofe =± ys'ë'x x, ou * = — =- , elle fe transfor- 

K a 

mera en celle-ci — ^ p VIT x -H q x — — r 

V a — o , ôc multipliant tous les termes par a V a , on aura 
yi — p a y 1 -+- q a y — r a 1 = o. Mais pour que cette opé- 
ration réufïifTe, il faut que les radicaux fe trouvent précifément 
dans les termes alternatifs , en commençant par le fécond , ou auc 
celui des termes alternatifs, où le radical ne fe trouve pas, foit 
évanoui. 

33. On peut auflî divifer les racines d'une équation par une 
quantité donnée. Si vous voulez divifer par c celles de l'équa- 
tion xi -h b x 1 — a 1 x — à 1 b = 0 ; faites -~ = _y , x = cy ; 
la transformée fera c i yi •+- b c 1 y 1 — à 1 c y — a x b = o ; ôc 
divifant tout par ci : le quotient efl yi -+- ~— 

== o. Les ufages de la transformation précédente font connoître 
ceux de celle-ci : quelquefois elle fait auffi évanouir les radicaux. 

34. On pourra encore transformer une équarion comme xi 
— p x 1 q x — r = oen une autre , dont les racines foient 

des quantité* réciproques à x, en fuppofant y = -L , & y 

= ~, ou par une feule fuppofition , x = , ce qui donne 

l'équation zi — q z l -+- p r z — r 1 = o. 

. Il eft évident que l'ordre des coèmeiens fe trouve renverfé par 

A a 
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cette efpece de transformation ; par conféquent fi le fécond ter- 
me avoit manqué dans l'équation propofée , l'avant dernier eût 
manqué dans la transformée ; & que fi la propofée n'eût point eu 
de troifiéme terme , le dernier moins deux eût difparût dans les 
équations transformées. 

La plus grande racine de l'équation propofée devient la moin- 
dre dans la transformée ; car puifque * = -J- , ôc ^ = - , il 

eft évident que lorfque la valeur de x eft la plus grande , celle 
de y eft la moindre , ôc réciproquement. 

3 On peut enfin transformer une équation en une autre, dont 
les racines foient en raifon donnée à celles de la propofée ; pour 
cet effet on formera une proportion de la raifon donnée, de l'in- 
connue de la propofée & de celle de la transformée; de cette pro- 
portion on tirera une valeur de la première inconnue , ôc on la lui 
lubftituera dans l'équation propofée. « 

On verra dans le Chapitre V. comment on peut transformer 
une équation en une autre , qui ait toutes fes racines pofitives. 

CHAPITRE IV. 

Des équations qui ont deux ou plujieurs racines égales. 

■ 

56. T T Ne équation qui a deux ou plufieurs racines égales, peut 
\J être abbauTée a un degré inférieur ; ce qui en facilite la 
réfolution. 

Pour comprendre ce que nous allons dire à ce fàjet , H faut 
iè rappeller que fi on diminue d'une quantité donnée t , les raci- 
nes d'une équation xi — px l -t-qx — r = © , on a la transformée 

y 3 ■*■ 3 e y 5 * x y •+• * 3 

— p y 1 — 2 p e y — p e l 

i y t * 

■ 

— r 

37. Je remarque , i°. que le dernier, terme f 3 — p + $ e — jr 
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n'eft autre ch Se que l'équation jropofée, dans laquelle on auroit 
mis e au lieu de x. 

2 0 . Que le coefficient de l'avant dernier terme eft 5 e- — zpe 
-4- q , qui fe trouve en multipliant chaque terme du dernier coèfr 
ikient ei — p c 1 -+- q e — r par l'expofant de e dans ce terme, 
ce qui donne ^ e> — 2 p e 1 ■+• q e, Ôc divifant ce produit par la 
quantité' commune e. 

3 0 . Que le coefficient du dernier terme moins deux eft 3 e — p, 
qui eft la quantité' qui réfultc en multipliant chaque terme du der- 
nier coefficient trouvé 3 t* — 2pe-hq par l'expofant de e dans 
ce terme , & divifant le tout par 2 e. 

Ces obfervations s étendent aux équations de tous les degrés : 
car foit l'équation du quatrième * 4 — p xi -+- q x l — r x * =^ o, 
fuppofant^y = x — * , on aura pour équation transformée 

y 4 e yi 6 e 1 y x 4 * J y *¥> * J 

~~~ p y* — s p e y 1 — 3 p e * y — p & I 

-t-qyt-i-aqey q t % \ «m o 
— r y — r e [ 

. . . _ . • 

On voit encore aue dans cette transformée , le dernier terme 
eft l'équation prppoiee, qui a e au lieu de * : l'avant dernier a 
pour coefficient la quantité oui réfulte en multipliant les termes 
de la dernière quantité par les expofans de e dans chaque ter- 
me , & divifant le produit par e : le coefficient du dernier moins 
deux , c'eft-à-dire , 6 t x — 3 p e H- qfe déduit de même du ter- 
me qui fuit immédiatement , en multipliant chaque terme 4e 
4 ei — 3 p e 1 •+• 2 q e — r par l'expofant de e dans ce terme , 
& divifant Je tout par t , multiplié par rexpofàm de y dans le 
terme cherché, c'eft-à-dire, par e x a : pareillement le terme 

fuivant fera 4 ' - P = X * " 3 P ' * ' • 

On pourroit facilement rendre générale la démonftration de 
tout ceci, par le moyen du théorème pour trouver les puiûan- 
ces d'un binôme ; puifque l'équation transformée contient les puif- 
iànces du binôme y e , qui font marquées par les expofans 

A a ij 
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de c dans le dernier terme , multipliées chacune par les coë£ 

flciens I , — p , q , — r , -f- s , ôcc. refpe£tivement. 

38. On peut donc facilement trouver tout d'un coup les ter- 
mes d'une équation transformée : on a le dernier terme en fub- 
ftituant e à v dans l'équation propofée ; on a le terme précédent , 
en multipliant chaque partie du dernier terme par l'expofant de e 
dans cette partie, ôc divifant le tout par* ; ôc les autres termes 
de la manière que nous avons dit, prenant toujours pour divifeur 
e , multiplié par l'expofant de y dans le terme cherché. 

jp. La démonftration de cette méthode, pour trouver les ra- 
cines égales , deviendra facile , fi on ajoute à ce que nous avons 
déjà dit, que lorfque l'inconnue fe trouve dans tous les termes de 
l'équation , une de fes valeurs eft égale à zéro; comme dans l'é- 
quation xi — p x 1 = o, dans laquelle * — 0 = 0 étant 
une des équations fimples qui l'ont produit, il s'enfuit qu'une des 
valeurs de x eft o. De même dans l'équation xi — p x 1 = o , 
il y a deux valeurs de * égales à zéro ; ôc dans l'équation x* — p x * 

— o , il y en a trois. 

Réciproquement fi x ne fe trouve point dans tous les termes 
de l'équation , c'eft-à-dire , fi le dernier terme n'y manque pas , 
il n'y a aucune des valeurs de x égale à zéro ; car chaque terme 
n'étant point multiplié par x , x — o ne Içauroit être un divi- 
feur de l'équation, ôc par conféquent zéro ne fçauroit être une 
des valeurs de x. Si x* n'entre point dans tous les termes , deux 
valeurs de x ne peuvent être égales à zéro. Si xi ne multiplie 
pas tous les termes , trois valeurs de * ne peuvent être égales à 
zéro, ôcc. 

40. Je fuppofe préfentement que deux des valeurs de * font 
égales entr'elles , & égales à c; il eft clair que dans la transformée 
deux des valeurs de y feront égales à zéro. Puifque y = x — c, 
ôc par conféquent les deux derniers termes manqueront dans la 
transformée. 

Soit propofée l'équation du troifîéme degré x* — p x* -f- qx 

— r = o; puifqu'on fuppofe x = c, le dernier terme d — p c x 
■+■ q e — r fe détruira ; & puifqu'il y a deux valeuis de y qui 
s'évanouhTent, l'avant dernier terme 3 e 1 y — 2 pcy^rqysé- 
vanouit aufli; de forte que 3 c* — 2 p e q — o. Mais par la 
fuppotftion c = x : donc lorfque dans l'équation xi — p x 1 -h qx 

— r = o , * a deux valeurs égales , il s'enfuit que 3 x* — 2 p x 
-t- 3 = o. Et ainfi l'équation propofée fe trouve réduite à une 
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'du fécond degré* , qui a une de fes racines égale à une de celles 
de la propofée. 

Si on propofc l'équation du quatrième degré x 4 — p xi-{-q x 1 
— r x -4- j = o , dont on fuppofe deux racines égales ; alors , 
faifant x = f , deux des valeurs de y fe détruiront, ôc l'équation 
fera réduite à cette forme 

y* +t y* 4- 6 «* y* 1 

— P y % — 3 p ' y 1 f * # = o. De forte que 

•+• <i y x ) 

4 fî — 3 p #» % f t — r = o» ou, à caufe que x =s r 

4*3 — 3 p x 1 2 q x — r — o. 

41. En général , lorlque deux valeurs de * font égales en- 
tr elles , fie à e , les deux derniers termes de la transformée s'é- 
vanouùTent : 6c par conféquent fi on multiplie les termes de la 
propofée .par les expofans de * dans chaque terme , le produit 
eft égal à zéro , & donne une équation d'un moindre degré que 
la propofée , ôc qui a une de fes racines égales à une de celles 
de la propofée. 

' Pour concevoir pourquoi les deux derniers termes de l'équa- 
tion s'évanouhTent lorfque deux valeurs de x font égales entr'el- 
les , Ôc à e , on peut encore confidérer que puifque deux valeurs 
de y deviennent alors égales à zéro , le dernier terme , qui eft le 
produit des valeurs de y , doit s'évanouir ; ôc puifque deux des 
valeurs de y font égales à zéro , il s'enfuit que prenant trois des 
quatre valeurs de y , il y en aura toujours une égale à zéro ; par 

, conféquent les produits faits > en les multipliant trois à trojs , doi- 
vent fe détruire; donc le coefficient de l'avant dernier terme, qui 
eft la fomme de ces produits, fè détruit auflt. 

S'il y avoit trois racines égales dans l'équation du quatrième 
degré x* — x> H- f x* — r x -f- j =*= o , dont chacune fiât 
égale à e , alors fuppofant y — x — e trois de ces valeurs fe dé- 
truiraient i ôc par .conféquent y3 entreroit dans tous les termes de 
Féquarion transformée qui auroit cette forme 

• • ♦ 

* * # = 0 , de forte que 

Aaii)- 
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6 e x - — 5 p e -f- q = o ; ou , puifque x « t , 

— 3 p x -+- <y = o : & une des racines , de cette équation 
du fécond degré , eft égale à une de celles de l'équation propo- 
fJc du quatrième degré. Dans ce cas , deux des racines de l'é- 
quation du troifiéme degré 4 — 3 p x 1 •+• 2 q x — r = o 
font auifi racines de la propofée , parce que la quantité 6x % - — 3 px 

le déduit de 4 *3 — 5 p x 1 - -\- 2 q x — r, en multipliant les 
termes par les expofans de x dans chaque terme. 

42. En général , quel que foit le nombre des racines égales , 
dans une équation propolée , elles fe trouvent toutes moins une 
dans l'équation qu'on en déduit , en multipliant tous les termes 
•par les expofans de .v dans chacun ; & elles fe trouvent, toutes 
moins deux dans l'éauation qu'on déduit de celle ci, de la mô- 
me manière; 6c ainfi de fuite. 

Quoique nous ayons fait ufage d'équations dont les fignes chan- 
geoient alternativement, il eft clair que les mômes railonnemens 
. peuvent s'appliquer à celles où il n'y auroit pas le même change- 
ment. 

45. Il fuit aufll de ce qui a été démontré , que fi une équation 
comme *3 — p x 1 •+■ q x — - r = o , a deux racines égales , 
alors multipliant les termes par une progreffion arithmétique, 
telle que a 3 b,a-+-2.b,a-hb f a, le produit fera 
égal à zéro. Car , puifque a xi — a p x* -h a q x — ar^o; 

& 3 * l — 2 p x q x £ * «=s o , il s'enfuit que a xi 3 b xi 
. — a p x z — — 2bpx x -\-aqX'\'bqx > — a r = o ; or , cette 
dernière équation eft le produit des termes de l'équation propofée 
par les termes correfpondans de la progreffion fl-*-j£,«-4-a£, 
a-hb^a, qui repréfente une progreffion arithmétique quelconque. 



CHAÎLTRE V. • 

Des limites des équations, 

44. O Oit une équation quelconque xi — p x x ^ q x — r 
i3 = o ; uaiisibrmez-la dans la fuivante , dont les racines 
fonfc moindres de la différence e 
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— p y* — a p e y — p e l f 

j » 

Si la quantité e eft telle qu elle rende pofttifs tous les coéfïï- 
ciens e* — f e* H- q t — r , jf 1 — 2 p e q , 3 e — p ; 
puifqu'il n'y a alors aucune variation de figne dans l'équation , tou- 
tes les valeurs de y font négatives ; fie par conféquent la quantité 
e dont les valeurs de x ont été diminuées , furpaflibit la plus gran- 
de racine pofitive de x : donc elle eft la limite des racines de l'é- 
quation xi — p x x -+- q x — r = o. 

45 1 . Ainfi, pour trouver la limite, il fuffit de découvrir la quan- 
tité qui fubftituée pour x dans chacune de fes expreflions *3 — p x * 
H- q x — r , 3 x 1 — 2 p x -h q , $ * — /> , les rendent tou- 
tes pofuives ; car cette quantité fera la limite cherchée. 

Soit propofée l'équation ** — 2 x* — 1 o xi -f- 50 * l -f- 63 x 
-4- 120 = o > on veut déterminer la limite qui furpafle chacune 
de fes racines; il faut chercher le nombre entier qui, fubftitué 
pour x dans l'équation propofée , ôc dans les fuivantes qui en font 
déduites , donne toujours une quantité pofitive. 

$ — 8 xi — 30 ** -f- 60 x H- 6} 

$ xi — 6 x 1 — ij 
$ ** _ 4 x — y 

Sx—» 

Le moindre nombre entier, qui y fetisfafle , eft 2 , ôc par con- 
séquent 2 eft la limite des racines de l'équation propofée. 

^6 K Si on demandoit la limite des racines négatives, il faudroit 
commencer par changer les racines négatives en pofuives, en- 
fuite on procéderoit comme ci-devant pour trouver leur limite 1 
dans l'exemple précédent , on trouveroit — 3 pour limite des ra- 
banes négatives. De fortes que les cinq racines de l'équation gto- 
pofée font entse — 3 Ôc -h 2. 
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47. Ayant trouve la l : mite qui furpafle la plus grande racine 
pofitive, appellez-là m. Et fi vous prenez y = m — x , fubfti- 
tuant m -+-y pour x , il en réfultera une équation qui aura toutes 
fes racines pofitives ; parce que m eft (uppofé furpafler toutes les 
valeurs de x t & par conféquent m — x = y fera roujours pofitif. 
Par ce moyen , on peut rendre pofitives toutes les racines d'une 
équation. 

Si — » eft la limite des racines négatives , prcnant_y = * + 
l'équation propofée fera transformée en une autre, dont toutes 
les racines feront pofitives ; car -4- » furpaflant toute valeur né- 
gative de x , il faut que y = a* ■+- n foit pofitif. 

48. Le plus grand coefficient négatif d une équation , augmen- 
té de l'unité , furpafle toujours la plus grande racine de l'équation. 

Pour le démontrer, foit l'équation x> — p x 1 — q x — r = o , 
dont tous les termes font négatifs , excepté le premier. Prenant 
y = x — e , on aura pour transformée 

• * 

p y — 2 p e y — p e* 

~ a y — 1* 

— r 



= o 



v°. Suppofons les coêfficiens p , q , r , égaux entre eux % 
e = p 1 , & mettons p au lieu de fes égales q ôc r , la der- 
nière équation deviendra 

yî 4- 2 p y 1 p 1 y -t- 1 

+ 3 y 1 -H 3 p y 

*+* sy 

Tous les termes étant ici pofitifs , il s'enfuit que les valeurs de^ 
font toutes négatives, & par conféquent que e = p -4- r , fur- 
pafle la plus grande valeur de x dans l'équation propofée. 

a°. Si q & r font moindres que p , Ôc qu'on fubftitue p •+• 1 

/ — q y — q e \ 
pour e , puifque là partie négative ^ 7 ^ 1 ) devient moin- 
dre^ 
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cire , pendant que la partie pofitive ne fouffre aucune diminu- 
tion , à plus forte raifon tous les coéfficiens de la première trans- 
formée deviennent pofitifs : il en feroit de meme Cl q ôc r avoient 
des figues pofitifs : on peut donc conclure que dans toute équa- 
tion cubique , fi p eft le plus grand coefficient négatif, p -H i 
furpafle la plus grande valeur de x. 

3°. Par le même raifonnement on trouvera que fi q eft le plus 
grand coefficient négatif, & e — q i , il n'y aura point de 
changement de lignes dans l'équation ào, y : car, par le dernier 
article , fi les trois quantités p , q , r font égales cncr'clles , ôc e 
égal à chacune d'elles augmentées de l'unité , par exemple à 
q •+• i , tous les termes de l'équation transformée font pofitifs: 
à plus forte raifon fi e — q i , & que p ôc r foient moindres 
que q, tous les termes font pofitifs ; car, alors la partie négative 
qui renferme p ôc r eft diminuée , pendant que la partie pofitive 
Ôc la négative qui renferme q demeure la même. 

4°. On démontrera de même que fi r eft le plus grand coef- 
ficient négatif, 6c e = r -h î , tous les termes de l'équation de 
y feront pofitifs ; ôc par conféquent r î fera plus grand qu'au-, 
cune des valeurs de x. 

Il neft pas difficile d'appliquer aux autres équations, ce qu'or* 
vient de dire au fujet de celles du troifiéme degré. 

On peut donc conclure, en général, que dans une équation 
quelconque , le plus grand coefficient négatif augmenté de l'uni- 
té , eft toujours la limite qui furpalfe toutes les racines de cette 
équation : mais il faut obferver en môme - temps qu'il eft rare- 
ment la plus prochaine limite, ôc qu'on la découvrira mieux par 
la première règle que nous avons donnée pour cet effet. 

Ayant expliqué la manière de rendre pofitives toutes les raci- 
nes d'une équation , nous fuppofcrons , dans la fuite , que les ra- 
cines font pofitives. Or, toute équation, dont les racines font po- 

fitives , peut être repréfentée par* — a x x — b x x — c 

xx — d = o , ôc. on découvrira facilement , par les moyens 
que nous avons donnés ci - deffus , les limites d'une telle équa- 
tion ; feavoir , zéro qui eft au-deiïbus de la moindre racine , 6c c 
qui furpafie la plus grande. 

49- Il refte à faire voir la manière de trouver les limites entre les 
racines elles-mêmes ; poux cet effet, nous fuppoferons a la moin- 

B b 
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dre racine , b la deuxième , c la troifiémc , & ainfi de fuite , cela 

étant arbitraire. 

Si vous fubftituez zéro à l'inconnue , faifant x — o , la quan- 
tité qui réfultera de cette fuppofition , fera le dernier ternie de 
l'équation , tous les autres qui renferment x s'évanouiront. 

Si vous fubftituez à x une quantité moindre que la plus petite 
racine a , la quantité réfultante aura le même ligne que le der- 
nier terme , c'eft-à-dire , fera politive , ou négative , félon que l'é- 
quation fera d'un nombre pair , ou impair de dimenfions. Car , 
tous les facteurs x — a , x — b , x — c font négatifs , ainfi 
leur produit fera pofitif, ou négatif, félon que leur nombre fera 
pair ou impair. 

Si vous fubftituez à x une quantité plus grande que la moin- 
dre racine a , mais moindre que chacune des autres racines , la 
quantité réfultante aura une figne contraire à celui qu'elle avoit, 
parce qu'un multiplicateur * — a devient pofitif, pendant que 
tous les autres demeurent négatifs comme devant. 

Si vous fubftituez à x une quantité plus grande que les deux 
moindres racines , ôc moindre que toutes les autres , deux fac- 
teurs x — a , x — b deviennent pofitifs , 6c les autres demeu- 
rent négatifs; de forte que tout le produit a le m£me figne que 
le dernier terme de l'équation. Ainfi mettant fuccelfivement pour 
x les quantités qui font les limites entre les racines de l'équation , 
les quantités réfultantes auront alternativement les fignes ■+- ôc — , 
Et réciproquement fi vous trouvez des quantités qui , fubftituécs 
à x , donnent alternativement des réfultats négatifs 6c pofitifs, ces 
quantités feront les limites de cette équation. 

Il faut obferver, en général, que lorfque les réfultats des deux 
quantités fubftituées à x ont des fignes contraires, une ou plu- 
fieurs racines font comprifes entre ces deux quantités. Ainfi dans 
l'équation *3 — 2 x* — j = o , fi vous mettez 2 6c 3 pour 
x , les réfultats font — f , 4 ; d'où il fuit que les racines font 
entre 2 6c 3 : car, lorfque les réfultats ont différens fignes , 
l'un ou l'autre des facteurs de l'équation a changé de figne ; je 
fuppofe que ce foit * = e , il s'enfuit que e fe trouve entre les 
quantités fuppofées égales à x. 

yo. Soit propofife l'équation a* — p x* -i- q x — r==or 
faifant y = x .— r e , on aura pour transformée 
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1— py % *~ 2 p e y — pe* 
q y ~+- q e 



= o. 



Suppofons e fuccelfivemcnt égal aux trois valeurs de #, en 
commençant par la moindre; & parce que dans toutes ces fup- 
pofitions , le dernier terme d — pe 1 q t — r fe détruit, 
l'équation au/a cette forme 




Or, par la nature des équations le dernier terme 3 e l — 2 P e 
+ ? eli le produit des valeurs reliantes de y , ou des excès aes 
deux autres valeurs de x fur celle qu'on avoit fuppofé égale à e j 
puifqu'on a toujours y = x — e . 

Donc, i°. fi e eft égal à la moindre valeur de x , les deux ex- 
cès étant pofitifs , donneront un produit pofitif; ôc par conféquent 
3 c x — 2p e -+- q fera pofitif. 

2°. Si e eft égal à la deuxième valeur de x , un des excès fera 
pofitif & l'autre négatif; ôc par conféquent leur produit 3 — 2 pe 

q fera négatif. 

3°. Si e eft égal à la plus grande valeur de x , les deux excès 
estant négatifs , leurs produits 3 r 2 — 2 p e-i-q fera pofitif. 

Si dans l'équation j r 1 — 2ptf-+-^ = o,on fubftitue fuc- 
ceffivement à e les trois racines de l'équation ei — p e x -h q e 
— r — o y les ré fui ta ts auront fuccefTivement les fignes -+- ôc — ; 
& par conféquent les trois racines de l'équation cubique font les 
limites de ceHcs de l'équation — ap + ^ = o: c'eft-à- 
dire , que la moindre aes racines de l'équation cubique eft au- 
deflbus de la moindre de celles de l'autre équation ; la féconde 
de l'équation cubique eft la limite entre les deux racines de l'au- 
tre î ôc enfin la plus grande de l'équation cubique eft la limite 
<jui furpaffe les deux racines de l'autre. 

B b i j 
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fU Puifqu'on a démontré que les racines de l'jéquatîon du troî- t 
fiéme degré «■? — p H- q e — r—o font les limites de celles 
du fécond 3 e 1 — 2pe-+-q=0' t il s'enfuit que les racines de 
l'équation du deuxième degré 3 e 1 — z p e <•+• q = o font les 
limites entre la première & la deuxième, & entre la deuxième 
& la troifiéme racine de' l'équation cubique fî — pe x ^qe — r 
s= o. De forte que fi on trouve la limite qui furpafie la plus gran- 
de racine de l'équatjon du troifiéme degré, on aura. quatre limites 
pour fes trois racines , en y comprenant zéro , qui eft moindre 
qu'aucune des racines. 

On a démontré comment de l'équation du troifiéme degré 
ei — pe x -+~qç — r — o , on pouvoit déduire ceMe du fécond 

3 — 2 p e-+- q , en multipliant chaque terme par l'expofant 
de e dans ce terme , & divifant le tout par / ; ôc on peut facile- 
ment étendre aux autres équations ce qu'on a démontré pour 
celles du troifiéme degré ; de forte qu'on peut conclure que l'a- 
vant-dernier terme fournit l'équation convenable pour déterminer 
les limites de l'équation propofée. 

$2, Par la même raifon , il eft évident que la racine de l'équa- 
tion fini pie 3 e — /> = o,ou e — ~p eft la limite entre les deux 
racines de l'équation du fécond degré j f l — 2pe-hq=o; 
& comme 4- f 3 — 3 p e 1 -t- 2 q e — r = o donne trois limites der 
i'équation ? 4 — p eî q e 1 — r e •+- f ' = o, ainfi l'équation 

4 el — 3 p e q = o donne deux limites entre les racines de 
4 fî — 3 pe l -+- 2 q e — r. = o ; & 4 — p — o donne la li- 
mite entre les racines de l'équation 6 e 1 — 5 p e -+- q =£= o. De 
forte qu'on a une fuite complette d'équations depuis la iimple juf- 
qu'à la propofée , chacune defquclles détermine les limites de l'é- 
quation fuivante. 

$3. Si la propofée a deux racines égales; la limite cntr'elles 
"fera égale à l'une des deux : ce qui eft parfaitement d'accord avec 
îa règle qu'on a ddnnée , pour trouver les racines égales d'une 
équation. Ainfi lorfqu'il y a deux, ou plufieurs racines égales, la 
même équation , qui en donne les limites , donnant en même* 
temps une des égales , il s'enfuit que fi à 1 inconnue on fubftitue • 
la limite , & qu'on ait zéro pour réfultat , on peut conclure que 
non-feulement la limite eft une racine de l'équation , mais encore 
qu'il y a deux racines égales dans l'équation dont chacune eft égale 
à cette limite» 

54. On a démontré que les racines de l'équation *3 — / & 



IL Part. Sect. I. ip 7 
^ q x -= r = o font les limites de celles de l'équation 3 x x 

— ïp x -4- q — o ; c'eft pourquoi fuppofant a , b , c pour raci- 
nes de l'équation du troificmc degré , fi on les fubftieue à a: dans 
l'équation ? x 1 — 2px-hq = o, elles donneront alternati- 
vement des réfultats pofitifs ôc négatifs. Je fuppofe que ces réful- 
tats font -r- N , — M«, -H L ; de forte que 3 a 1 — 1 p a -+■ q 

— N , 3 b 1 — 1 p b -+- q — — M , 3 c 1 — 2 p c -H q — L; 
pui.que ai — p H'- -h q a — r = o , & 5 ai — 2 p à 1 -H q a 
s= N x a y multipliant lavant- dernière équation par 5 , & la 
fouftrayant de la dernière, on a pour refte p a 1 — 2 q a -h 3 r 
= N x a. Et de même p b 1 — 2 q b -h 3 r = — M x b 9 ÔC 
p c x — 2 q c jrssLx c : donc fi dans p x z — 2 q x 
H- 3 r on îubftitue fuccclfivement a , b ^ c , on aura pour résul- 
tats + N x a 3 — Mx^ + Lxc; doi\c a , b , c font les 
limites de l'équation p x- — 2 q x 3 r = o , ôc réciproque- 
ment les racines de cette équation font les limites entre la pre- 
mière 6c la deuxième racine , ôc entre la deuxième ôc la troilié- 
me de l'équation xi — p x*- -+• q x — r = o. Mais l'équation p x* 

— 2 £#-+-3r=ofe tire de l'équation cubique propofée en 
multipliant les termes de celle-ci par la proercllion arithmétique 
o , — 1 , — 2 , — 3. On peut faire voir de la même manière 
que les racines de l'équation p xi — 2 q x x -t- 3 r x — 4 /'= o 
font les limites de celles de .y 4 — p xi -+• q x'- — rï+/=ao, 
où multipliant les termes de l'équation x> — p x- -4- q x — r 
= o par a-^^b i a-+-2b, a -+- b , a , ce qui donne 

a xi — a p x'- -H a q x — a r = o 

4-3^*5 — 2bpx l -+-bqx — 5 * J — 2 p x -\- q x b 

Si vous fubftituez fuccefïivemcnt à x les trois racines a , b , c 
de l'équation cubique propofée , les produits feront H- N x b x, 

— M > b x , L x b x ; car la première partie du produit 

a x xi — p x* -4- q x — r = o ; ôc a, b , c étant les limites 
de l'équation 3 a 1 — 2 p x -+- q = o , leur fubftiturion don- 
nera les réfultats N , M , L qui feront alternativement pofuifs 
t ôc négatifs. 

En général, les racines de l'équation x 9 — p x n 1 -)-q x" * 

— r x" 3 H- &c. = 0 font les limites des racines de l'équation 

jz x* "~ 1 — n — i x n" 1 » — axo""" 5 — n — 3, 

Bbiij 
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x r x n 4 -+• ôcc. = o , ou de toute équation qui en feroit 
déduite en multipliant fes termes par une progrclfion arithméti- 
que quelconque aiçz b , azL2b t a±z.^b i a±L^b i ôcc. Ôc 
réciproquement les racines de cette nouvelle équation feront les 
limites de la propofée x n — p x n 1 &c. 

Si quelques racines de l'équation des limites font impoiïibles ; 
il y en a d'impofïibles dans la propofée ; car , comme on a dé- 
montré que la quantité 3 f 1 — 2 p e q eft égale au produit de 
l'excès de deux valeurs de x fur la troiliéme qu'on fuppofe éga- 
le à e ; fi ces deux excès contiennent quelque expreflion impof- 
fible , il y en aura nécefTairement d'impoflibles dans ces deux va- 
leurs de x. 

Outre la Méthode que nous venons d'expliquer , il y en a en- 
core d'autres pour déterminer les limites des racines d'une équa- 
tion. 

? j". Puifque les quarrés de toutes les quantités réelles font po- 
fitifs , il s'enfuit que la fomme des quarrés des racines d'une équa- 
tion furpafTe toujours le quarré de la plus grande racine ; par con- 
féquent la racine quarrée de cette fomme fera une limite au-deffus 
de la plus grande racine. 

Soit l'équation *" — p x n — 1 -f- q x n — 1 — r x n " * -f- ôcc: 
t= o, la fomme des quarrés des racines fera p x — 2 q; de forte 
que V p* 2 q furpatfe la plus grande racine de cette équa- 
tion : on peut encore chercher la fomme des quatrièmes puif- 
fances des racines, ôc en extraire la racine quatrième, qui furpa£ 
fera la plus grande racine de l'équation. 

$6. Si on trouve un moyen proportionnel entre la fomme 
des quarrés de deux racines a , b , ôc la fomme de leurs 
quatrièmes puhTances a* b* , ce moyen proportionnel fera 
V a' a* b* a* b* -h ù" , ôc la fomme des cubes des mô- 
mes racines eft ai -H bi ; mais puifque a 1 — 2 a b ■+■ b 1 eft 
le quarré de a — b, il eft toujours pofitif, ôc fi on le multiplie 
par à 1 b 1 , le produit a* b 1 — 3 ai bl -+-a x b* fera aufli pofitif, ôc par 
conféquent a* b 1 -H a 1 b* furpafTera toujours 2 ai bi : ajoutez donc 
a 6 b 6 , &c vous aurez a 6 a* b 1 a 1 b* -t- b 6 > a 6 -h 2 a> bi 

b 6 ; ôc par conféquent V~â< a* b*~+~a i ~b* -+- b r > ai -H^J. 
On peut appliquer la même démonftration à un nombre quelcon- 
que de racines. 

Préfentement fi à h fomme des racines prifes avec leurs pro- 
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£res fignes on ajoute celle de tous leurs cubes pris pofitlvement, 
on aura une fomme double de celle des cubes des racines pofi- 
tives; & fi.on fouftraitla première fommc de la féconde, le reftc 
fera double de la fomme des cubes des racines négatives : d'où 
il fuit que la moitié* de la fomme du moyen proportionnel en- 
tre la fomme des quarrés ôc celle des quatrièmes puiffances , 6c 
de la fomme des cubes des racines avec leurs lignes propres , 
furpaffe la fommc des cubes des racines politives : Ôc que Ja moitié 
de leur différence furpafTe celle des cubes des racines négatives. 
En extrayant la racine cubique de cette fomme & de cette diffé- 
rence, on. trouvera des limites dont l une furpaffera la fomme des 
racines pofitives , & l'autre celle des négatives : & puifqu'on a 
vu la manière de diminuer les racines d'une équation jufqua ce 
qu'elles deviennent toutes négatives moins une, il cft clair que 
par ce moyen on pourra approcher trè^-près d'une racine. Mais 
ceci ne peut être d'ufage quand il y a des racines impodibles. 

Enfin on peut encore trouver les limites d'une équation de 
la manière fuivante. Soit l'équation cubique x> — p je* q x 

— r = o , cherchez q z — 2|>r, que vous appellerez f 4 ; la 
- plus grande racine de l'équation fera toujours plus grande que 

H^t— , ou jy^-lL. : fie dans une équation quelconque x n ^ 

— p x* — 1 H- q x n — - — r ** — 3 -j- &c. — o , trouvez 
•S — ** > & extrayant la racine quatrième de cette 

quantité , elle fera toujours moindre que la'plus grande racine de 
l'équation. 



CHAPITRE VI. 

De la réfilution des équations dont toutes les racines font 

commenfurables. 

ON a démontré que le dernier terme d'une équation eft le 
produit de toutes les racines : de-là il fuit que les racines, 
lorfqu'elles font commenfurables , doivent fe trouver parmi les 
divifeurs du dernier terme > d'où nous tirons la règle fuivante pour 
la réfolution de ces fortes d équations» 
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Règle. 

?8. Faites pafler tous les termes dans le même membre de 
l'équation , cherchez tous les divifeurs du dernier terme , ôc fub- 
ftituez-les fucceflivement à linconnue dans l'équation : ceux qui 
donneront zéro pour réfultat, feront racines de l'équation pro- 
pofée. 

Soit y par exemple , 1 équation / >=o, 

— b x -+- ^ a b x V 

dont le dernier terme eft 2<i l i, dont les divifeurs fimples font 
a , b , 2 a , 2b y chacun defquels peut être pris pofitivement 
ou négativement : mais puifau'on voit ici que les fignes font al- 
ternatifs, on n'a befoin que de les prendre pofitivement. Je fup- 
pofe x = a premier divifeur , Ôc fubftituant a , l'équation der 



vient 
cines. 



' . . > = o , donc a eft une des ra- 

.— a- b 3 a x b \ 



= o 



Enfuite fubftituant b> je trouve * " *? ^ 2 a \^ 2a ^i^oi 

donc b eft une autre racine. 

Troifiémement , je fubftitue a a , ce qui me donne 

,8 ai — izai-t-^ai — 2 a 1 b 

— 4 a 1 b 6 a 1 b 

donc a a eft la troifiéme racine de l'équation, qu'on auroît pû 
trouver autrement > car les deux premières racines étant •+- a y 
•4- b la troifiéme étoit n^ceflairement égale au dernier terme di«; 

yifc par leur produit a b , c'eft-à-dire , ■ 1 ** b b = 2 a. 

Si on demande les racines de l'équation xi — 2 x v — 3 3 k 
H-po = o. On cherche d'abord tous les divifeurs de po, qui font 
'> 2 ) J) î> ^) Jj iQjifi ï8 , 30 , 4^ , po : fi on fubfti- 
tue 1 , on trouve xi — a x* — 3 5 # -h po — $ 6 ; de forte que 
1 n'eft point racine de cette équation : fi on fubftituç 2, on a 
pour réiultat 24 : mais fubftituant 3 , on trouve xi — 2X Z — 33*: 
H- po a= 27 ~- .1 8 — pp -h po = 117 — 117 = 0, par confé- 
quent 3 eft une des racines i l'autre racine pofitive eft enfuite 

comme, 
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comme il eft clair, par les figues de l'équation, que la troi&me 
racine eft négative, vous fubftituerez à x les autres divifeurs pris 
négativement : ôc vous trouverez — 6 pour la troifiéme racine; 
car cette- quantité fubftituée donnera xî — 2 x z — 33* + 50 
= — 2\6 — 72 -f- 198 + po = o. On auroit pu aulîi trou- 
ver la troifiéme racine en divifant le dernier terme <?o par 1 j , 
produit des deux premières racines trouvées. 

jp. Lorfqu'on a trouvé une des racines de l'équation , pour, 
trouver plus facilement les autres on divife l'équation propofée 
par l'équation {impie que fournit la racine déjà trouvée, Ôc le 
quotient donne une équation d'un degré au-deflbus de la propo- 
fée, 6c dont les racines font les racines reftantes de la propofée: 
par exemple , dans l'équation jj-J — 2 x 1 — 33 .v -f- 90 = o , 
ayant trouvé la racine «+- 3 , on en forme l'équation (impie 
x — 3 = o, par laquelle on divife la propofée, 6c on a pour 
quotient l'équation du (ècond degré ** H- x. — 30 = o, qui 
eft: le produit des autres équations (Impies qui avoient formées 
l'équation cubique propofée ; 6c dont par conféquent les racines 
font les deux autres racines de cette équation cubique. Or , il 
eft facile de trouver les racines de cette équation du fécond de- 
gré par les règles qu'on a données ci-devant pour la réfolution 
de cette efpece d'équations. 

6q. Si on avoir à réfoudre l'équation du quatrième degré 
* 4 — 2 A' 5 1 — ■ 2j x 1 -h 26 x •+- 120 = o ; fubftituant à x les 
divifeurs de 120, on trouvera -+- 3 pour une des racines; ôc par 
conféquent divifant cette équation par x — 3 , on aura pour quo- 
tient xi -+- x 1 — 22 x — 40 o drnt on cherchera les raci- 
nes de la même manière , ôc ayant trouvé que -4- f , un des di- 
vifeurs de 40 , en eft une racine , on divifera l'équation par x — j 
6c on aura pour quotient l'équation du fécond degré x 1 -h 6 x 
+ 8 = 0, dont les racines font — 2 , — 4. De forte que les 
quatre racines de l'équation propofée font + 3, — 2, 

61. Mais quand le dernier terme a un grand nombre de di- 
vifeurs , ce feroit un travail long ôc ennuyeux de les fubftituer 
les uns après les autres ; c'eft pourquoi nous allons donner des 
movens pour réduire à un petit nombre ceux qu'on eft obligé 

eliayer. 

i°. Il eft évident qu'on peut négliger tout divifeur qui furpafle 
de l'unité le plus grand coefficient négatif; ainli dans l'équation 

C c 
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a 4 — 2 x* — 2<) x- -h 26 x ■+• i2o = o , comme 2? eft le 
plus grand coefficient négatif, on peut négliger tous les divifeurs 
de 120 qui le furpaflent aune unité. 

2°. On abrégera encore davantage le travail , fi on cherche le 
nombre qui, fubftitué dans les expreflions fuivantes , donne tou- 
jours des résultats pofuifs: 

* 4 — 2 *3 — 25" x 1 -+- 26 x — 120 
2 xi — 3 x z — 2 j x 13 
6 x 1 — 6 x — 2$ 
2 x I 

car, comme nous avons vn au fujet des limites, ce nombre fera 

Î)Ius grand que la plus grande racine , ÔC on pourra négliger tous 
es divifeurs de 120 qui le furpafferont. 

Pour faciliter cette recherche , il faut commencer par l'expref- 
fion où les racines négatives femblent prévaloir davantage , com- 
me ici par l'expreflion 6 x z — 6 x — 2 J ; où on trouve que 6 
fubftitué à x donne un réfultat pofitif, comme il le donne étant 
fubftitué dans les autres expreflions; d'où Ton conclut que 6 fur- 
palfe chacune des racines ; ôc que par conféquent on peut né- 
gliger tous les divifeurs de 120 qui font au-delfus de 6. 

Si on propofe l'équation xi 1 1 x 1 -h 1 o x — 72 = o , 
on ne feauroit profiter du premier moyen , parce que le dernier 
terme lui - même eft le plus grand coefficient négatif; mais on 
cherchera le nombre qui } îubftitué à x , rend pofitives toutes 
les expreflions fuivantes : 

H- 1 1 x z •+• 10 x — 72 

3 x z -4- 22 x ■+■ 10 
3 * H- n 

où le travail eft fort court , puifqu'on n'a que la première ex- 
preflion à examiner; & on trouve tout d'un coup que 4 fubftitué 
a x donne un réfultat pofitif , ôc que par conféquent on doit re- 
jetter tous les divifeurs de 72 qui font au-deflus de 4; c'eft pour- 
quoi on trouvera bien-tôt que •+- 2 eft la racine pofitive de cette 
équation ; alors divifant la propofée par x — 2 > Ôc réfolvan* 
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l'équation du fécond degré, qui cft le quotient de cette divilïon, 
on trouvera que les deux autres racines font — <? ôc — 4. 

62. Mais M. Newton nous a donné une Méthode pour ref- 
ferrer le nombre de ces divifeurs dans des bornes encore plus 
étroites. Pour la dereloper de la manière la plus claire qu'il fera 
poffible , je fuppofe qu'on ait à réfoudre l'équation xi — p x x 

q x — r «= o. Diminuez fes racines de l'unité, faifant y ~ x 

— 1 . Le dernier terme de la transformée fera 1 — p -+- q — r : 
enfuite augmentez de l'unité les racines de la propofée faifant 
y = x h- 1 ; le dernier terme de la transformée fera — 1 — p 

— q — r ; mais on a fait voir ci-devant que ces derniers font le* 
mêmes qu'on eût trouvé fi dans la propofée on eût fubllitué à x 
dans le prermer cas, -h 1 , ôc dans le deuxième, — l. 

Les valeurs de y, dans le premier cas, font quelques-uns des 
divifeur du dernier terme -+- 1 — p •+- q — r ; les valeurs de x 
font quelques - uns des divifeurs de r ; ôc celles de y , dans le 
fécond cas , font quelques-uns des divifeurs de — 1 — p — q — r; 
or ces valeurs font en progreffion arithmétique, puifqu'elles ont 
l'unité pour différence commune ; donc il luflira d'examiner les 
divifeurs de r, qui font moyens proportionnels arithmétiques en- 
tre ceux de i — P q — r > oc ceux de — 1 — p — q — r. 

Règle. 

Subflituez fucceiïîvement à l'inconnue les termes de cette pro- 
greflion 1,0, — 1 , ôcc. cherchez tous les divifeurs des réful- 
tats que donnent ces fuppofitions ; 6c prenez entre ces divifeurs 
les progreffions arithmétiques qui ont l'unité pour différence com- 
mune ; les valeurs de x feront les termes des progreffions pris 
dans les divifeurs qui répondent à a- = o. Et ces mômes valeurs 
feront pofitives , lorfque la progreflion arithmétique fera croiflfante 
6c négative , lorfque cette progreffion fera décroiffante. 



\ /} E x E M P L E. 

C^. Si on demande une des racines de l'équation — x x 
— 10. v H- 6 — o, l'opération fe fait de la manière fuivante. 



Suppofit. 


Reluit. 


Divillms. 


Progrcff arith.dccfoiliax.tL-. 


«SSl 




I» 4- 


4 


* = 0 


X* — x 1 — 1 0 .r -f- 6 — < -+- 6 


1*1,3» '■ 


3 donne x = — 3 


x = — 1 




l| t> 7> H- 


2 



C c ij 
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Les fuppofitions a* = i , x = o , * = — I , donnent la quantité 
.v3 — x z — \ o x 6 = a — 4 , -h 6 , H-14, entre les divi- 
feurs defquels on trouve la feule progrefïion arithmétique 4, 3 , 
2 ; dont le terme 3 étant vis-à-vis de x = o , 6c la progreffion 
étant décroilTante, 00 fubftitue — 3 a x dans la propofée, ôc tous 
les termes fe détruifant , on eu fur que — 3 eft une de fes raci- 
nes : alors divifant l'équation par x •+- 3 on a pour quotient l'é- 
quation du fécond degré 1 x 1 — 4 x -h 2 — o dont il eft facile 
ûe trouver les racines. 

64. Pour trouver les racines de l'équation *3 — 3 x 1 — 46 x 
. — 72 = o i voici l'opération 



1 


110 


I > 


* » 


3, 


4, 


y , É, ! , ic , 12 , 1 y , io, n , 30 , 40, 60 , 11c 


8, I, 


4» 


f 


0 


71 


1* 


x > 


5> 


4, 


<=> 8 , ?, IX» 18, 14» ?f , 7i- 


9> *» 


3 » 


4 




30 




*• 


3» 


U 


, 10, ij, 30. 


IO, 1, 


»> 


i 



Ces progrefllons donnent x = 9 , x = — a, x = — 3, 
a: = — 4» qui réufliffent toutes excepté x mm — 3. 

6$. On ne peut pas toujours trouver les 'divifeurs fimples d'une 

équation , ou les équations fimples qui l'ont formée ; dans ce cas , 
on peut fouvent trouver des équations du fécond , du troifiéme , 
ou du quatrième degré , qui divifent la propofée. Pour trouver 
les règles qui fervent à faire découvrir cette efpccc de divifeurs y 
nous fuppoferons que 



m x — n • • 
mx* — n x 
m xi — n x 1 



defignenr 
les divifeurs 



•rx 



"fimpleJ } 

1 du deuxième degré" > d'une équation rropofce. 
du troiiïe'mc degré J| 



Et fuppofant que E repréfente le quotient qui réfulte de cette 
divifion, l'équation propofée elle-même fera repréfentée par 



E x m x — 



E x m x 1 — n x -h 



ou E x m .vî — n x z r x — s 
Or il eft évident que puifque m eft le coefficient du plus hant 
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terme des divifeurs, il divifera néceflairement le coefficient du 
plus haut terme de l'équation propofée. 

66. On obfervcra que ( fuppofant que l'équation a un divifeur 

fimple m x — » ) fi dans l'équation E x m x — » , on fubftitue 
à .v une quantité connue a , le réfultat de cette fubftitution^aura 
m a — » pour un de fes divifeurs. 

Si l'on fubftitue à a: une progreflion arithmétique a y a — e , 
a — 2e, ôcc. les réfultats auront pour divifeurs 

ma — » 

ma — me — n 

ma — 2 m e — » 

qui font aufli en progreflion arithmétique, ayant pour différence 
commune m e. 

Si , par exemple , on fubftitue à x les termes de cette progref- 
fion 1 , o , — 1 , les quantités réfultantes auront parmi les divilèurs 
la progreflion arithmétique m — », — », — m — » ; ou 
changeant les fignes , » — m y « > » -4- m ; où la différence 
eft m , & le terme qui répond à la fuppofition x = o eft ». 

Il s'enfuit aue quand une équation a, un divifeur fimple , fi on 
fubftitue à x* la progreflion 1,0, — 1 , parmi les divifeurs des 
fommes qui réfulteront de ces fubftitutions , on trouvera au moins 
une progreflion arithmétique dont la différence fera ou l'unité , 
ou un divifeur m du coefficient du plus haut terme , & qui fera 
le coefficient de x dans le divifeur fimple demandé : & le terme 
n de la progreflion qui répond à la fuppofition * — o , eft le fé- 
cond terme du divifeur fimple m x — - ». De-là on tire une règle 
pour découvrir ces divifeurs fimples, quand cela fe peut.^ 

Règle. 

67. Subftituez fucceflivemént à x dans l'équation propofée les 
nombres 1 , o, — 1. Cherchez tous les divifeurs des réfultats 
de ces fubftitutions , & prenez toutes les progreffions arithméti- 
ques que vous y pouvez trouver , dont la différence foit ou l'uni- 
té , ou quelque divifeur du coefficient du plus haut terme de l'é- 
quation. Suppofez » égal au au terme de la progreflion qui ré- 
pond à la fuppofition x = o ; ôt m le divifeur du coefficient du 

Ç c ii \ 
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plus haut terme de l'équation, & en même -temps la différence 

des termes de la progreffion ; vous aurez pour divifeur mx — n. 

On peut trouver des progreffions qui donnent des divifeurs qui 
ne rdulfiflent pas ; cependant s'il en eft quelqu'un qui puiffe réuf- 
fir, on le trouvera par cette voye. 

Si l'équation propofée a l'unité pour coefficient de fon premier 
terme , on aura m = 1 , & le divifeur fera * — », & la règle 
tombe dans le cas de la précédente , qu'on a démontré d'une ma- 
nière différente ; car le aivifeur étant x — n , la valeur de x fera 
-+-«, le terme de la progreffion qui répond. à x = o; 6c quoi- 
qu'il foit toujours facile de réduire à l'unité le coefficient du pre- 
mier terme d'une équation , nous allons faire voir comment, fans 
cette réduction , on peut réfoudre une équation par le moyen de 
la règle que nous venons de donner. 

62. Je fuppofe qu'on demande les valeurs de x dans l'équation 
2 xi — 26 x 1 -+- 11 x -h 10 = 0; voici l'opération. 



Supportions 


Réfutais. 


Divilcurs. 


Pro£ 


X == I 




1,3. 


3» 3- 


x = 0 


8*î — i6je*-t-ii*-f-io=< 


1, », f , 10 


*» 5- 






i> f»7> ?f 


1 1 7 



La différence des termes de la dernière progrelïïon eft 2 , di- 
vifeur de 8 , coefficient du premier terme de l'équation ; donc 
m = 2 , n = y ; ainfi on tente la divifion par 2 x — y ,*qui 
réulfit ; par conséquent 2* — $ = o, ou * = 2 7 > le quo- 
tient de la divifion eft l'équation du deuxième degré 4** — 3 * 

— 2 = o , dont les racines font * **" 8 4 ' — ,-ôc — g 41 ; de 

forte cjue les trois racines de l'équation propofée font 2 ~ % 
±±pL,lSZ^pL. L'aime progreffion donne pour dm- 

feur * -4- 2 , mais il ne réuffit point. 

69. Si l'équation propofée n'a pas de divifeur fimple, il faut 
examiner fi elle n'en a point du fécond degré , fi l'équation elle- 
même furpaffe le troifiéme degré. 

Une équation qui a pour divifeur m x 1 — »*-»- r , peut s'ex- 
primer, comme ci-devant, par E x w» ** — » * r; Ôc {j 
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on fubflîtuc à x une quantité connue a , le réfultat aura pour im 
de fes divifeurs ma 1 — » a -h r ,* fi l'on fubftitue fucceflive- 
ment à x les termes d'une progreflion arithmétique a, a — e , 
a — 2 e , a — 3 * , &c. les réfultats de ces fubftitutions au- 
font refpedivement parmi leurs divifeurs 



m a 1 — n a • 

< * 



m x a — c —*> n x a — e -h r 



m x a — 2 e — n x a — 2< + r 



m x a — $ e — nxfl - 3 «+r. 

• 

Ces termes ne font point en progreflion arithmétique, commô 

dans le cas précédent; mais fi vous les fouftrayez des quarrés 

des termes a , a — e , a — 2 e y &c. multipliés par m divifeur 

du premier terme de la propofée, c'eft à-dire, fi vous les fouf- 

, _» > 

trayez de m a 1 , m x a — e , m x a — 2 e , m x a — 3 f, 

&c. les reftes n a — r , « x a — e — r,n x a — 2 e — r , 

* 

n x a — 3 ? — r, ôcc. feront en progreflion arithmétique , 

ayant *pour différence commune n x e. 

Si on fuppofe, par exemple, que la progreflion a, a — e, 

a — 2 « , 0 — 5 ; , &c. défignent 2 , 1 , o , — 1 , les divifeurs feront 

4 m — 2 n ■+• r. 
m — n H- r. 

«+• r. 
1» + * r. 

qui étant fouftraits de 4. m , m, o , m , donnent pour refies 
2n — r 9 n — r , — r , — • » — • r , qui eft une progreflion dont 
la différence eft -h », ôc dont le terme provenant de la fuppo- 
fition x = o , eft — r. 

Il s'enfuit que fi une équation a un divifeur du deuxième de- 
gré , on pourra trouver une progreflion arithmétique qui déter- 
minera « & r , le coefficient m étant fuppofé connu , puifquli 
eft l'unité, ou un divifeut du coefficient du premier terme de? 



r 
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Il faut obfcrver que (i le premier terme du divifeur du deuxiè- 
me degré eft négatif, c'eft- à -dire, fi on a — m x* $ alors, pour 1 
trouver la progrelfion arithmétique , au lieu de fouftraire il faudra 
ajouter les divifeurs — + m — 2« + r, — m — w-f- r ,-hr, 

— m -+- « -+- r , aux termes 4 m , m , o , m. 

Règle Générale. 

70. Subfticuez fucccflîvement à .v, dans Péquation propofée , les 
termes de cette progrelfion arithmétique 2, t , o, — 1. Trouvez 
tous les divifeurs des fommes réfultantes de ces fuppofitions; ajoiV 
tez-les aux quartés de ces nombres 2,1,0,-1, multipliés par 
un divifeur numérique du plus haut terme de l'équation , Ôc fouf- 
traycz-les des mêmes quarrés : enfuite prenez toutes les progref- 
fions arithmétiques que fourniffent ces. fommes & ces différences. 
Soit r le terme de la progreffionqui répond à la fuppofition x = o , 
& foie "q: n la différence qui provient en fouftrayant ce terme 
du précédent dans la progreffion; enfin foit m le divifeur du plus 
haut terme de l'équation , alors mx l ±=.n x — r fera le divifeur 
qu'il faudra tenter; 6c fi l'équation a un divifeur du deuxième 
degré , ce fera efuelqu'un des divifeurs trouvés de cette manière. 
Soit propofée l'équation du quatrième degré x 4 — y H*> 7 x*. 

— j a: — 6 sas o , qui n'a point de divifeur fimple ; pour décou- 
vrir li elle en a du deuxième degré , on fera l'opération fuivante. 



S'JFP 


Rc'fak. 


DiviftuiJ. 


Quarr. 


Sommes dts différences des divifeur; 
& des quarrc'j. 


Progrcflïons 
arithmétiques. 


i 


— ii 




4 


— 8, — i,o, i, 1, 7» B»to»lé 


8. t. — 8,3 


I 


— 8 


li ». 4, 8 


I 


-7,- 3> — »*o» »» J»f »9 


*»— 1» — 7> » 


0 


— 6 


1% »! J, 6 


0 


— 6,-3, — 1, 1, j,3, 6 


*» — 3> — 6, 1 


— I 


-4- ix 




t 


— 11,— T,-J>— i,o,i,3,4,y,7.iJ 


-»»-*»-*»— 0 



La première progreffion donne pour divifeur x 1 — 3 x — 2 ; 
la deuxième donne x 1 — 2 x 3 , dont l'un & l'autre réuffit; 
de forte que prenant les racines de ces deux équations du deuxiè- 
me degré , on a les quatre racines de l'équation propofée du qua- 

3 +r V^i . 

rriéme degré', qui font , & 1 -q: ✓-a, dont les 

deux dernières font impoffibles. Les divifeurs que donneraient 
les autres progreffions , ne réuffiroient pas. ^ 

t 



I 
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7 1 . On pourroit , de la même manière , trouver un règle pour 
découvrir les divifeurs du troifiéme , du quatrième degré , &c. 
d'une équation quelconque. 

Je fuppofe l'équation du troifiéme degré m xi — n x z -+- r jc 
— f pour divifeur d'une autre équation ; faifant x fucceffivement 
égal aux termes d'une progreflion arithmétique , jc forme une pre- 
mière colonne des termes de cette progreflion; dans la deuxième 
colonne j'écris les réfultats de l'équation dans chaque fuppofition; 
je forme la troifiéme colonne des cubes des termes correfpondans 
de la progreflion arithmétique que je multiplie par le coefficient 
m ; je retranche les termes de la deuxième colonne des termes 
correfpondans de la troifiéme , & les reftes font les termes d'une 
quatrième colonne ; pour avoir la cinquième colonne , je retran- 
che le deuxième terme de la quatrième du premier, .le troifiéme 
du deuxième , le quatrième du troifiéme , ôcc. je fais de même 
à l'égard de la cinquième colonne pour trouver la fixiéme. 



Suppofirion. 


Rcfultacs. 


Cubes mule 
par»» 


Premières 
différences. 


Dcuxic'mei 
différence*. 


Troifiémes 
différences. 


x = i 


i7f» — p»-f-3 r — s 


17 m 


5>» — ir-hs 


S n — r 


i n 


*= i 


8m—4» + xr— i 


t m 




3 » — r 


t H 


*= i 


m — » -f- r — * 


m 


n — r -f- s 

* 


» — r 


x w 


* = o 














• 

— tn — n — r ■»— s 


o 

— m 


n -h r -h s 


— » — r 





Les premières différences ne font point en progreflion aridiméti» 
oue^ comme dans le cas précédent, mais feulement les deuxièmes 
différences qui ont pour différence commune 2»; celles-ci font 
donc n', on trouvera r par la colonne des deuxièmes différences; f 
fera toujours un divifeur du dernier terme de l'équation propofée , 
& m un divifeur du coefficient du premier terme. Par conféquent 
on pourra déterminer tous les coefficiens du divifeur m xi — n ** 
-f- r x — s , par lequel,on tentera la divifion de l'équation propofée. 

Si on demande un divifeur de quatre dimenfions, on trouvera, 
par le même procédé , une fuite de différences dont les troifié- * 
mes feront en progreffion arithmétique. Pour un divifeur de cinq 
dimenfions , les quatrièmes différences feront en progrclfion arith- 
métique ; & en examinant ces progreffions , on trouvera des règles 
pour déterminer les coefficiens dans tous les cas. 

D d 
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Ces règles font fondées fur ce que dans toute progreflion arith- 
métique a , a •+• e j a~^-2e i a--h^e ) ôcc. les premières diffé- 
rences des quarrés font en progreflTion arithmétique ; ces différen- 
ces étant 2ae-t-e 1 ,2ae-hs P , 2^ + j f : , &c. dont la 
différence commune eft ?. c 1 . De même les deuxièmes différen- 
ces de leur cubes, Ôc les troifiémes différences de leurs quatrièmes 
puiffances font en prcgreflion arithmétique , comme on le peut 
aifément démontrer. 

Nous nous fommes contentés de donner la manière de trou- 
ver les divifeurs des équations qui ne contiennent qu'une feule 
lettre. Mais les mêmes règles fervent pour découvrir les divifeurs 
lorfqu'il y a deux lettres, pourvu que tous les termes ayent les 
mêmes dimenfions. Pour cela , on fuppofe une des lettres égale 
à l'unité ; on cherche les divifeurs par les règles précédentes ; 
alors, rendant complètes les dimenfions du divifeur, en remet- 
tant la lettre au lieu de l'unité , on a le divifenr demandé. * 

Je fuppofe , par exemple , qu'on cherche le divifeur de 8 a? 
— 26 a x 1 -+- 11 a z je-H ioa3 = o faifant a = i , cette équation 
devient 8 *3 — 26 * a •+- 1 1 x -+- 10 = o; dont on trouve rJbur 
divifeur 2 x — y ; on multiplie donc — ; par a, pour le ren- 
dre de la même dimenfion que l'autre terme , & on a enfin pour 
divifeur 2 x — j a. 

72. Outre les Méthodes qu'on a expliquées jufqu a préfent pour 
trouver les divifeurs des équations , il y en a d'autres *qui méritent 
de n'être pas paiTées fous filence : h fuivante s'étend aux équa- 
tions de tous les degrés , quoique nous n'en falTions ici l'applica- 
tion qu'à celles du quatrième. 

Soit l'équation #«■ — p x xi -f- q x* — r x s — o i je fuppofe 
qu'elle eft le produit des deux équations du deuxième degré 

** — m x n — o 
xx 1 — k x -h l ~ o 




dont les termes font égaux aux termes correfpondans chp réqua-j 
tion propofée. 
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Dans cette équation , / ôc n étant divifeurs du dernier terme f 
de la propofée , on peut confidérer un des deux comme connu , 
par exemple /; pour trouver m ou k , il fuffit de comparer les 
termes de cette équation avec les termes correfpondans de l'é- 
quation propofée, ce qui donne k-+-m=p t mk-+-i-hn = q, 
m l -h n k = r , »/=j. Pour trouver une équation qui ne ren- 
ferme que k ôc des quantités connues, prenez deux valeuffde m 
dans la première ôc dans la troifiéme équation, 6c vous trouverez 

m = p — k === - =j 9 * ôc parce que » = -f, r ~ "* 
= r 1 ~ - T ; donc pi* — kl 1 — r l — k s ; donc k 
— P jl Zrr — i donc l'équation du deuxième degré * l — * * 
4- / = o devient ** — t [I r * x *-+-/ = o. 

Pour appliquer ceci à la pratique , vous fubftituerez fucceflive-; 
ment à / tous les divifeurs de s , dernier terme de l'équation pro- 
pofée , jufqu a ce que vous en trouviez un qui foit tel que 

** P — / 1 ' x x ' puifle divifer exactement l'équa- 
tion propofée. 

EXEMPLE» 

Soit l'équation — #? .+• 20 — 34 * -+- 3 S — °» 
les divifeurs de 3 y font 1 , f , 7 , 3 y ; fi on fuppofc / — 1 , 
l'équation du deuxième degré qui en réfultera ne réuffira pas ; 

mais fi on fuppofe / = j , alors x 1 — kx-hl — x 1 p ** ~ f r 1 

x *-+-/= o , deviendra *' — * x \\ l|| Xt x = o 

= .v 1 — 2 .v -f j , qui divife , fans refte , l'équation propofée , 
ôc donne pour quotient x 1 — 4*4-7 = 0. 

Dans cette opération il eft inutile de tenter aucun dfivifeur / 
qui furpafle la racine quarrée de j, dernier terme de l'équation 
propofée : 6c (i l'équation propofée eft littérale , il ne faut tenter 
aucun divifeur au-dellus de deux dimen fions. 

Si dans quelques fuppofitions de /, la valeur de k = - p ~~- 

devient une fraction , il faudra rejetter cette fuppofition , ôc en 

.faire une autre; en comparant la deuxième ôc la quatrième équa- 

D d ij 
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tion du dernier article , on peut trouver une autre valeur de k ; 

car n = q — / — /w * = ~ ; ôc à caufe de m = p — k » 
on a y = f - / — p k-hk*,&L k> — p k+q — l — ~ 

= o ; ce qui donne k = \ p +r J/~ i — ^ -f- / -h , 
de forte que le divifeur du deuxième degré devient * l — i 

y p h 1 K 7 / ,l — 3 -H x * H- / = o. 

C'eft ce divifeur qu'il faudra tenter lorfque / == ~ , fie en 

même-temps /= ~; car, dans ce cas, on ne peut faire ufa- 

ge de la première expreffion. 

Par le moyen de cette formule on peut trouver des divifeurs y 
dont le deuxième terme eft irrationel. 

Pour peu qu'on falTe réflexion fur ce qu'on a dit au fujet des 
divifeurs des équations de quatre dimenuons , on pourra com- 
prendre comment on peut trouver les divifeurs des équations plus 
élevées , lorfqu'elles en ont quelqu'un. 



CHAPITRE VIII. 

De la réduflion des équations par les divifeurs radicaux. 

73. ( 1 Uoiqu'une équation de quatre, de fix , ou d'un plus 
grand nombre de degrés n'ait pas de divifeurs ration- 
nels , on peut cependant tenter de la réduire par le moyen de 

n deux 
une & 

** -+-;> *3 -h 7 * z r x -i- f— o qu'on fuppofe n'avoir point 
de divifeurs rationnels ; en 7 ajoutant un qua'rré k* x* -h 2 k l x 
-H /* multiplié par une certaine quantité n , on peut en faire un 

quarré x z — \ /?#-+- Q ; dans lequel cas on aura x* — ~ p 

4- Q = y/~H x k x -+-/,& on trouvera x par la réfokition d'une 
équation du deuxième degré. 
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Règle* 

74. Soit l'équation x 4 -H p x? + f A' 1 + r * + J = 0 , ou 
p , q 9 t , s 9 rcpréfentcnt les coéfliciens donnés avec leurs propres 
fignes : faites q — ~ p 1 = a , r — ^ { a p*= b , s — - a 1 = r. 
Et pour n prenez un divifeur commun de b Ôc 2 c , qui ne foit 
ni une fra&ion, ni un quarré ; &, fi p ou r eft impair, il faut de 
plus que ce divifeur foit impair, ôc qu'étant divifé par 4, il refte 1. 

Prenez de môme pour k quelque divifeur de ~ , fi p eft un nom- 
bre pair, ou la moitié du divifeur impair, fi p eft impair, ou rien 
fi b = o. Retranchez de ~ p k , ôc foit le refte / ; au lieu 

de Q , mettez — " ** , ôc éprouvez fi ^* * donne un 

quotient dont la racine eft rationnelle ôc égale à /; fi cela eft, 
ajoutez dans chaque membre de l'équation n k 1 ** -H 2 n k l x 
-+■ n l l y ôc extrayant la racine vous aurez x I + |p + Q= «7 

x * * -f- /. 

Soit l'équation x 4 -4- 1 2 x» — 17 = 0, parce que p = c , 
o j r = 1 2 , s = — 17, on aura a = o , £ = 12, c — — 1 7. 
Lt b ôc 2 r, c'eft-à-dire , 12 ôc — 54 n'ayant pour commun di- 
vifeur que*2 , on aura n = 2. De plus — es 6, dont les divi- 
seurs font 1,2,3,6 qu'il faudra mettre fucceflîvement pour k, 
ôc — 3 , — ~ , — 1 , — ~ , pour / rcfpeîtivement. Mais 

' \' - , c'eft-à-dire, *• = Q , & V*'.-' " 0 & 

lorfqu'on fubftitue à les divifeurs pairs 2 ôc (5 , Q devient 4 ôc 3 6, 
ôc Q 1 — s , étant ua nombre impair n'eft point divifible par n — 2 ; 
par conféquent il faut rejetter 2 ôc 6. Mais fi on prend 1 Ôc ? 
pour k, Q devient 1 ou p , ôc Q 1 — s devient 18 ou 98; les- 
quels nombres fe peuvent divifer par 2 , ôc les racines des quo- 
tiens font 3 Ôc 7 ; mais il n'y a que — 3 qui convienne 
à / , c'eft pourquoi je fais = 1 , / = — 3 , Q = 1 , ôc ajou- 
tant aux deux membres de l'équation nk* x 1 -f- 2 n kl x-\-nJ x , 
c'eft-à-dire , 2 x 1 — 1 2 x H- 1 8 , je trouve x 4 -+- 2 x •+- 1 = 2 x* 
— 1 2 x -4- 1 8 , ôc tirant la racine de chaque membre x 1 -+- 1 

= zt V~î xx — 3. Et tirant encore les racines de cette der- 

Dd iij 
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nierc équation , j'ai les quatre valeurs de *, — ~ \/T-t- r 3 VT^\ ; 

k*y z — ^ — 3 V 2 — ; , qui font les racines de l'équation 
propofoe a 4 (2Xf- 17 = 0. 

Soit l'équation x* — 6 *3 # — y8 x 1 — 114.* — 11 = o. 
Ecrivant — 6 , — y8 , — 114, — n pour /> , q , r , y , 
nous aurons — 67 = a , — jij = £, ôc — nj}i = r. 

Les nombres £ ôc 2 r , c'eft-à-dire , — 3 1 y Ôc n'ont 

que 3 pour divifeur commun; donc n = 3 : les divifeurs de 

— loy == font 3 , j , 7 , îy , 21 , jj, ioy. Je tente d'a- 
bord par 3 = £ , & j'ai pour quotient — 3 ; , qui étant fouftrait 
de } p k = — 3x3 donne pour refte 26 9 dont la moitié 13 doit 

être égale à /; or ' = - 67 + 17 = — 20 = Q ; 

Ôc Q s — i = 41 1 qui eft divifible par n «= 3 , mais on ne 
peut extraire la racine du quotient 137; par conféquent le divi- 
feur 3 doit être rejetté; je tente y par lequel je divife ~ — — 10$, 
le quotient eft — 2 1 qui, étant fouftrait de { p k = — 3 x ç , 
donne pour refte 6 = 2 l : de même Q = * ±J! 
~ ~~ gL± 7 * =4; &Q l -j=itf+iiell divifible par 
», & donne pour quotient p, dont la racine 3 = /. D'où je 
conclus que fai&nt / = 3 , = f , Q = 4, » = 3 , ôc ajou- 
tant dans les deux membres de l'équation la quantité n k* x 1 
-+■2 n J. / * -f- n h , c'eft-à-dire , 75 -+- po * 27 , & ex- 
trayant les racines , on aura x 1 \p x Q = Vn x fc.* -h /, 
ou a. 1 — 3 *-h4=Hhv / yx j * -+- 3 ; ôc faifant une deuxiè- 
me extradion de racine x — ■ — - * +- J/" 17 j±." 

De même dans l'équation x+ — p xi 1 y .v 1 — 27 * -H p 
= o , écrivant — P > -h 1 f , — 27,-4-9 pour p , q , r , 5 , 
on aura a= - ==•— y 0 £ , 2 = f les divifeurs 

communs de b ôc 2 c , c'eft-à-dire de ifl & de Vr font 3 > f > 
9 y 1 7 > 27 , 4J , 13;; mais p eft un quarré , ôc 3 , i; , 27 , 
*3 5" divi.'l's par 4 ne donnent pas l'unité pour refte, comme il 
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îe faut Iorfque p eft un nombre impair : remettant donc tous ces 
nombres , reftcnt j & 4j à tenter pour ». Soit d'abord » » % , 

il faudra tenter pour la moitié des divifeurs impairs de — - 

= — V, c'eft-à-dire, i, J, |, ^ , J-i. Si * == * le quotient 

— - de ~ divifé par /• , étant retranché de \ p k «=■ — ^ > 

donne pour refte 1 8 — 2 l , & Q = * * = — 2 , 

& Q 1 — s = — j , mais la racine du quotient — 1 , qui devroit 
être / = $ } eft imaginaire. Su^pofons donc, en#Ieuxiémc lieu, 

^ = 7 , le quotient de — divifé par ^ , ou de — V divifé 
par \ eft — — : cette dernière quantité fouftraite de ~ p k 
= — 2 / ne ^ a ^ e aucun refte , & par conféquent / — o , 
Q = = , , & Q, _ , _ o , & /= 

= o ; d'où je conclus que « = j , k —-'-,/= o , & ajoutant 
dans chaque membre de l'équation la quantité »&* x z 2 n k I x 
-t- n l'- — *J x 1 , je trouve x* — 4 7 * + 5 = ^ T * 7 *• 
7j. On fljrw traiter de la même manière les équations littéra- 
les. Et fi on fut » = 1 , la 'même règle donnera le divifeur corn- 
. menfurable de l'équation du quatrième degré, fi elle en a. Ainlï 
dans l'équation x+ — xi $ x z Hr 1 2 a: — 6 = 0, failant • 
n es 1 f je trouve fcs= T ,/e= T ,& l'équation fe réduit aux 
deux équations du deuxième de^ré *■ — 3 .v -H 3 — o , 6c 
x l -H 2 x — 2 = 0. 

Lorfque les divifeurs de — font en trop grand nombre , on peut 

• chercher ceux de a s — 7 r 1 ; car le nombre Q fera égal à un 
d'eux , ou à fe moitié Iorfqu'il eft impair. 

75. Pour faire voir les fondemens fur lefquels cette règle eft 
établie, je fuppofe l'équation du quatrième degré jc* p x* 
-f-7* l -+-r*-t- s = o, délivrée de fractions & de radicaux, 
& dans laquelle j> , q , r , s font les coëfficiens donnés avec 
leurs fignes; fi, de cette équation, on peut faire un quarté com- 
plet, de la manie^ qu'on l'a dit, on aura -H p xi -+- q x z # 
r x -+-/ -h » k* x- H- 2 » k l x -+- n / l = n k 1 x 2 n k ! x 

H- n l 1 = x* -h j p x Q , c'eft - à - dire , x* H- /> .v3 

+ x« l + r+2»Wxj(+ J H- » m x* 

+ f* 3 + 2 Q + ^/i 1 x x 1 + p Q x * + Q 1 ) & compas 
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rant les teJincs cor/efpondans , on a les trois équatîorîs fuivantes* 

r-h2nkl=pQ, 

dans Iefquelles y ayant quatre inconnues, on ne les peut trouver 
qu'en tâtonnant. 

Formant uu^ équation de deux valeurs de Q , l'une prife 
dans la première équation , l'autre dans La «deuxième , on en tire 

lettres de la règle. 

Ceft pourquoi fi on cherche n , k , /, Q , il s'enfuit, i°. que 
n étant un divifeur de b , qui donne pour quotient k x ± p k 

— 2 / , k fera un divifeur de ~ qui donnera pour quotient 

i p k — 2 /; & que fouftrayant ce quotient de J p k , / fera 
égal à la moitié du refte. 2°. Que par la premierq^quation on 

aQ = t±^Jl par la troifiéme /* = Q ' ~ 1 . 3 0 . Parce 

= 1 / -— f a» ^ Et fi c = j- — j a 1 y on pourra 

mettre 2 c pour le numérateur de la dernière équation , c'eft-à- 

dire que n fera égal au quotient de 2c divifé par** x a-t-{nk* 

— l l . Et fi les différentes valeurs des quantités w, fc, /, Q ré- 
pondent à ces conditions, c'eft une preuve qu'on les a prifes 
telles qu'elles doivent être ; ôc qu'en ajoutant la quantité n 

x k x -H / à l'équation propofée , on aura un quarré complet 

On a dit que Q eft toujours un divifeur de a s — J r l . Car 
<ij = a Q* — a n I 1 , &. retranchant départ & d'autre j r* 
= I f Q 1 — /> Q « / w 1 fc» Z 1 , on a pour refte a Q* 

— « -h n k* x»/»-i^Q» Q » i- / = a Q : - 2 Q 
xn/'-i^ Q ! •+-/>Q»*/,&Qib trouvant dans chaque 
terme , la chofe eft évidente. 

77- Il 
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77. II. eft inutile d'entrer dans le détail des différentes limita- 
tions de cette règle , puifqu'elles s'enfuîvcnt aifément des expref- 
frons algébriques des quantités. Par exemple , li on cherche un 
divifeur irrationnel, on ne prendra pas pour n un nombre quarré; 

car fi w étoit quarré, V~ïî x k x / feroit rationnel : ou fi n 
<5toit multiple d'un quarré , comme n = v x rw l alors au moins 

m x k x •+• l feroit rationnel. 

Examinons le cas où p eft pair & r impair ; félon la règle , n 
doitlêtre un nombre impair, fie n — - 1 doit être exactement 
divifible par 4. 

i°. Puifque £ = r — \ a p , ou b -h f a p = r , l'un des 
deux nombres b , ôt \ ap doit être pair, & 1 autre impair , de 
forte que leur fomme eft néceflairement impaire. Si b eft impair, 
fon divifeur n l'eft auffi : fuppofons que b loit pair , alors i ap, 
& par confécjuent { p & a font chacun impair ; mais fi a eft im- 
pair , 2 c— 2 s — 7 a 1 fera la moitié d'un nombre impair, donc 
fon divifeur n fera impair. 

Dans ce cas, Q eft la moitié d'un nombre impair ; car s'il étoit 
nombre entier,/» Q feroit pair: mais ft Q eft un nombre entier, 
à plus forte raifon / , puifque / + n /' = Q 1 ; & 2 n U feroit 
pair; de plus, on auroit le nombre impair r-r-2»Jfc/=/>Q 
qui eft pair, ce qui eft abfurde, 

2 0 . Suppofo^ns que N défigne un nombre quelconque , 6c I 
un nombre impair; I = 4 N 1 défignera tout nombre im- 
pair multiple de 4, plus ou moins l'unité : le quarré d'un nom-- 
bre impair fera 4N + 1 , & fi de ce quarré on retranche un 
multiple de 4, le refte, s'il furpaflfc l'unité, fera 4 N -h 1. 

Il s'enfuit que n = 4 N 1 ; car n ï- = — s ; parce 
que / & Q font moitié de nombres impairs > on a 



— * 4 f , ou nx I» = I l — 4î , c , cft-à-dire,wx4N-+- 1 

= 4 N -h i , & par conféquent n = 4 N -h 1. Car ce n'eft 
point 4 N — 1 , mais 4 N 1 qui donne le produit 4 N -h i . 

On peut , de la même manière , déterminer les autres limita- 
tions. 

On remarquera que fi Jlr =0, on a auffi b = o; car, dans 
ce cas , Q = T a , & p Q = r , donc b — r — ~ a p 
— />Q -/>Q = o. 

Je. e 
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78. Mais Pinverfe n eft point -univerfelleme nt vraie , quoi qu'elle 

le foit prefque toujours. Car £ = » x k x ± p k — 2 l , ainfi 
quoique * foit une quantité réelle , cependant fi 7 p k = 2 I 
b fe détruit. 

Dans ce cas, on peut faire ufage des règles fuivantes. 

Règle Première. 

Prenez un des divifeurs compofés de 2 c qui foit multiple d'un 
nombre quarré , mais qui ne foit pas quarré lui-même , par exem- 
ple n k 1 , ôc examinez fi eft égal à a -+- \ n k* — t P x i 
iî cela arrive , faites ** -h i t * + 7 » = ^ 

x k x H- \ p h 

Ainfi dans l'équation x* -h 2 *3 — 37 x* — 38. * 1 = o , 
c ù „ ~ _ 3g> ^_ 0) 2 r = — 720 , dont les divifeurs 
font en grand nombre , mais à la feule infpeûion on peut re- 
jetter les moindres, ôc tenter par 4j =» $ x 3 x 3 , le quotient ( 
±J- = — 15 = — 38 V- — [ ; ce qui donne **-+-* 

Règle Deuxième. 

Lorfque £ = o,ôc* = o,» étant un divifeiit de 2 c , Ci 
a> ~~ f eft un nombre quarré , la racine de ce quarré fera /. 
Ainfi dans l'équation x* 2 xi 6 x* -t- j * — ? = o , 
où a = y,i=o,af = V)fi° n P rend n =* f » on aura 
- j*';-^ = ^ , c'eft-à-dire , / = » Q = {. Et ** -H * { 

Ce qu'on a dit fur cette matière fuffit pour ouvrir la voye a 
l'invention 6c à la démonftratton de règles femblables pour des 
équations plus élevées de dimenfions paires , fi quelqu'un veut 
s'en donner la peine. 
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CHAPITRE IX. 

De l'extraflion des racines des quantités qui contiennent 
des radicaux réels ou imaginaires, 

NOus allons entrer dans des Méthodes qui donnent des va- 
leurs compliquées de radicaux , ôc fouvent même de quan- 
tités, ou réellement imaginaires, ou déguifées feus cette forme ; 
c'eft pourquoi je rapporterai dans ce Chapitre les moyens qu'on a 
imaginés pour foumettre au calcul ces efpeces de quantités. 

7p. On peut trouver par approximation la racine quarrée d'un 
radical , en cherchant d'abord une quantité rationnelle qui appro- 
che aflfez de la valeur de ce radical, ôc extrayant enfuite la racine 
quarrée de cette quantité rationnelle : fi on cherche de cette ma- 
nière la racine quarrée de 3 ■+- 2 VIT, on trouvera V~ j. 
41421 , & par conséquent 3 -h 2 V 2 = y. 82842, dont la 
racine quarrée eft à peu près 2. 41 421 : mais quelquefois les raci- 
nes des radicaux fe peuvent exprimer exactement par d'autres 
quantités radicales , comme dans l'exemple en queftion; car 

V s -+- 2 y/T — 1 -+- VT. 

80. Pour découvrir quand 6c comment on peut trouver ces 
fortes de racines , je fuppofe que * -+- y eft un binôme radical 
dont le quarré eft x 2 - -+* 2 xy -+- y 1 : fi l'expofant des radicaux x 
ôc y eft 2 , x- y 1 feront une quantité rationnelle , ôc 2 xy une 
quantité irrationnelle ; de forte que 2 x y fera toujours moindre 
que — x* -\-y z , parce que leur différence eft x l -h y 1 — 2 xy 

= x — y qui eft toujours une quantité pofitive. Je fuppofe que 
dans le radical propofé la partie rationnelle foit A , ôc la partie ir- 
rationnelle B ; on aura 

x' h- y* = A , 6c xy = £ B. 

donc - • >y*- =*= A — x 1 = 

\ A x 1 — x* = 6c x* — A.V- -H -~= o 

A ✓ ~A r — -~B r . A — \/~K x — b~ 

donc- -X 1 = - , Ôc y ï — — - 

£ e ij 
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Par conféquent une quantité en partie commenfurabie , en 
partie incommcnfurable étant donnée , fi on défigne par A la 
partie commenfurabie, & l'incommenfurable par B, le quarré du 

plus grand nombre de la racine fera A ~*" V A ' "~ B> & celui 
du moindre £=j£ EÎ E B » . & Ia tacine quamfe dg fa 

quantité prcpofée pourra être exprimée par un binôme radical , 
toutes les fois qu'on pourra extraire la racine quarrée de A 1 — B*. 

Si on veut extraire la racine quarrée de 3 -H 2 t/T", on aura 
A «3 5 , B = 2^ 5 ,ôc A* — B J = j> — 8 = 1 ; par conféqucnt 

..x A 4- \f A» — B 1 . a i/T"» ZT- 

* ~ J asa 2, — ■ !LS r~ * = , . 

donc x -Ç- y = 1-^27 Pour tirer la racine quarrée de — 1 
V — b, je fu ppofe A = — 1 , B = V~6i ainfi A* — B* 

= 9 , & - A -±ii A J_=L£l_ jzlI+J__ t ^ a - ✓a» B» 

» » — 1 *<x 

= \ — ~ = — 2 i donc la racine cherchée eft i -+- ✓"ITJ, 
Si * & > fo nt des racines de radicaux , comme dans v V 
ôc 9^ n v^T, où m te n font des entiers, on aura A=>ffl+» 
x vT, 6c i B =» ✓ m« 2 ; A* — B 1 = m — «*x z , & ** 

2 — - — =tn 



Si x -+• y *S m vj ^ » V^T , alors ** H- 2 *jr 

+ / ==m/ 2 H" « V7-f- 2^w» VTT. De forte que fi z & 
f ne fonc pas multiples l'un de l'autre , ou de quelque nombre 
qui puiHe les mefurer tous deux .par un nombre quarré , A lui- 
même fera le binôme. « • • „ 



81. Si on défigne un trinôme radical quelconque par x-f-y-t-z, 
©n luppofera, comme ci-devant, fon quarré 2 xy 

Z 2 Zr*A* jr 5? Ê& 3~* m B:ou P our P ,us 6 rande Milité, on fera 
te produit de deux des radicaux, comme 2 * y x 2 x z, & an 

te divifera par le trouléme radical, ce- qui donnera un quctiens 
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rationnel 2 jc* , oui fera le double du quarré du radical cherche' x. 
Les mêmes règles ont Heu pour un quadrinome x* -+- y* -+- z* 

car ~^ C - , t *j~^- S -~ = 2 ** q u » eft rationnel, 6c moitié du quarré 
de 2 *. De même 1 * \ * * 7 z = 2 y 1 moitié du quarré de 
2 y : on trouvera de la même manière z 6c s. 

Ainfi pour tirer la racine quarrée de 10 V 2+ -+• V 40 

■+- V~6o~\ je prends d'abord ^ >4 X = ✓Tô = 4, la 

moitié de la racine du double de cette quantité , c eft - à - dire , 
i »/T= ✓ 2 fera un terme de la racine quarrée cherchée ; je 

prends enfuite - >4 — ^ 60 = * > qui eft encore la moitié 
du quarré dont la moitié de la racine , c'eft-à-dire ^"j", eft un au- 
tre terme de la racine cherchée; je prends enfin 1/40 * 

mm 10 qui me donnera V j pour-troifiéme terme de la racine 
que je cherche. 

Pour extraire des racines plus élevées d'un binôme dont les- 
termes étant quarrés deviennent commenfurables , on pourra le- 
fervir de la règle fuivante donnée par M. Newton. 

Règle. 

82. Soit le binôme A B , dont A eft la plus grande partie,. 
6c foit c l'expofant de la racine cherchée. Cherchez le moindre 
nombre n dont la puiftance n e foit divifible par A 1 — B 1 , déli- 
vriez le quotient par Q ; prenez la valeur la plus proche en nom- 
bres entiers de ^ A -+- B x pQ ' , je l'appelle r. Divifez A ^ Q 
par fo» plus grand divifeur rationnel , dont le quotient forr s j 

w 

r ~r~ 

foit de plus t l'a valeur de la fraction — — 1 exprimée par le* 

nombre entier le plus prochain : fi la racine f de A ± B peuc 

kxee extraite > elle fera — 



vq: 
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Exemple Premier» 

Si on cherche la racine cubique de v /r p68"-4- 25" , on aura 
A* — B l = 34? , dont les divifeurs font 7 , 7 , 7 > donc » = 7 , 
&Q = i; mais A+Bx ✓ Q = 1^968-*- ay eft un peu plus 
grand que $6 , dont la racine cu bique la plus approchante eft 4; 
donc r = 4. Divilant enfuite v^oa par fon plus grand divifeur 
rationnel, on aura A ^0"= 22 ✓â", & la partie radicale y/ 2 = s , 

r H 

, 1— = — 1__ exprimée par le nombre entier le plus ap- 

11 t y/ x 

prochant donnera 2 =■ t ; par conféquent u = 2 ✓ 2 , Vt l s' —n 
= 1 , ôc VÔ" = Î/T= 1. Donc 2 V 2 1 eft la racine cu : 
bique cherchée. 

Exemple Deuxième. 

- • _____ 

Pour trouver la racine cubique de 58 — V 4^74 , on a A 1 — B* 
«= zy o dont les divifeurs font $ , % , y , 2 : donc »=y X2=iç, 

6c O = 4> 

A B x ^Q, ou 68 •+- / 4574- x a 
eft à peu près 7 =r; de plus A ou 58 x ^4"= 135 x v'T", 

c'eft-à-dire, * = 1 , Ôc — — , ou j ^ — eft à peu près 

4 = par conféquent f s = 4 , ✓ t* j* — « = \ / ~ù , ôc V"Q^ 
= j/^f = ^"2', ce qui donne * y— pour la racine cherchée. 

Exemple Tr o i s i e m e. 

. Si oa demande la racine cinquième de 29 V~6 ■+■ 4 1 *^T> 
on a A 1 — B^== 3 , n = J , Q_ = 81 . r = $,s = ✓ 6 , 
t=i , î j = v^ 6 ; donc ✓ — « = ✓ 3 , ôc = V Si 

?= i/'y" > ce qui donne - x/ 6 pour la racine demandée. 

1 r 9 

85. Dans ces opérations , fi ta quantité eft une fraction, ou fi 
fes parties ont un divifeur commun , il faudra prendre fcparément 
les racines du numérateur 6c du dénominateur, ou celles des 
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Fa&eurs : ainfi pour extraire la racine cubique de V 2^2 — 12 ±, 

on réduit cette quantité à un dénominateur commun — ^ 

& les racines du numérateur & du dénominateur prifes féparément' 

donnent 1 ^ \~ 1 • Si on cherche une racine quelconque de 

V 3993 •+" v' 175*78 1 25" » on divifera fes parties par le divifeur 
commun V~3 > & I e quotient étant 11 H- v'Tâj"» on trouvera 
la racine de la quantité propofée en prenant celle de î/~J~> ôc 
celle de 1 1 -+- ✓ u; , Ôc multipliant l'une par l'autre. 

Pour découvrir los fondemens de cette règle , je me fervlrai 
du Théorôme fuivant. 

Théorème. 

84. Si on élevé h. fomme , ou la différence de deux quantité* 
* Ôc y à une puiffance appellant A la fomme des termes im- . 
pairs , ôc B celle des termes pairs ; la différence des quarrés de 
A Ôc de B fera égale à la différence des quarrés de * Ôc de y 
élevés à la puiffance c. 

Démonstration. 
Les termes de x •+- y élevés à la puiffance c font x f -J- 

* f "^-*- t x ■ 7 1 rl ) 1 + T x - 7 1 x g 7 1 * f * 

yî y ôcc. = A B Ôc la même puiffance de * — y donne 

-f ¥ - i 7 Ll - -^• X - L 7 : - L 

x * ~ * af- »^J, ôcc = A — B; par conféquent Jc-t-jv 1 

, rr 

x x — y = A + B x A — B = A* — B 1 = *-H > y xx — ^ 

= — y 1 } Ce qu'il faillit démontrer. 

8j\ Suppofez que x y qui défigne la racine c du binôme 
propofé A + B appartienne à une de ces formes p -+• l V q , k Vf 
-+-q, ou k V p -+- / V q , c eft-à-dire , que l'une ou l'autre des 
quantités x & y , ou chacune en même - temps foit un radicafc 
quarre j il s enfuit 
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i °. Si a- -h y ~ p ■+■ y/ 1 q , c étant un nomlre entier , A 
fomme des 'termes impairs fera un nombre rationnel ; 6c B fom- 
me des termes pairs dont chacun renferme une puiffance im- 
paire de y fera le produit d'un nombre rationnel par le radical 

2°. Si l'expofant c, de la racine cherchée, eft un nombre im- 
pair, comme on le peut toujours fuppofer, parce que s'il étoit 
pair , en extrayant la racine quarrée on pourroit toujours en pren- 
dre Ja moitié jufqua ce qu'il devienne impair; ôc fi x -+- y 
«fct'p-ft-fiÀ contiendra le radical vy , 6c B fera ra- 
tionnel. 

3°. Si x ■+- y — k vy -4- JW~q , A 6c B Jeront tous deux 
irrationnels , l'un renfermant V p , ôc l'autre \/ q. 

Dans ces trois cas, il eft aifé d'appercevoir que quand x eft 
plus grand que j», A fera plus grand que B. 

85. L'examen de cette formation du binôme A •+- B peut 
nous guider dans la découverte des moyens donnés dans la rè- 
gle précédente pour fa décompofttion. 

Lorfque A eft rationnel , ôc que A 1 — B* eft une puifTance 
parfaite qui a pour expofant c. Par le Théorème précédent, 

A 1 — B 1 = x 1 — y 1 exa£bmcnt; 6c par conféquent ex- 
trayant la racine c de A 1 — B 1 elle fera * l — y x . Je nomme 
cette racine n. J'extrais la racine c de A -H B dans les nombres 
entiers les plus approchans, elle fera à peu près *•+- y. Je la nom- 
me r. Je cfivife *' — y* «= n par a- y = r , le quotient eft 
x — y ; 6c la fomme du divifeur ôc du quotient eft 2* ,* c'eft-à- 
dire , que li on cherche la valeur de x en nombres entiers , elle 

r H * 

fera à très-peu de chofe près ~— , Mais x x — x x — y x 

r H - r ■+■ — 

c=y- , ou — — — n 5=y : donc y — — •—- — » 

& par conféquent faifant f *= r , la racine cherchée 

x H- y = t •+- V 1» — n y qui eft la même expreflion que 
celle de la règle , lorfque Q = 1 , c'eft-à-dire , lorfque A* — B» 
eft une puiflance parfaite de l'expofant c, 6c que A eft rationnel, 

Lorfque 
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Lorfque A eft irrationnel , ôc Q = i , on trouvera , par le 



» 

r 



même procédé, x = — T, 6c y = V l* — n . 

Mais puifque A eft irrationnel, ôc que c eft un nombre impair, 

* fera aufli irrationnel , ôc l'un & l'autre contiendra le même ra- 
dical Vf , ou;, qu'on trouvera en divifant A par fort plus grand 
divifeur rationnel; fubftituez donc à x ou T, fa valeur t x j, ÔC 
vous aurez enfin x -H y = t s -+- Vt 1 $ r — n. 

Si on ne peut extraire la racine c de A 1 — B 1 multipliez 
A 1 — B 1 par un nombre Q qui foit tel qu'il donne un produit 
if = A 1 Q — B 1 Q, qui foit la moindre puiflance parfaite qui 
ait pour expofant r. Préfentement , au lieu d'extraire la racine c 
de A -h B, tirez celle de A + B, x V Q , qui fera, comme 
ci-devant , / s -+- V t % s * — n ; 6c par conféquent la racine c de 
A B fera t s -+- VI* s* — n divifé par la racine c de V~§~', 

celU-dire, !±+j£^HÏ, 

Vq 

87. Cette règle exige qu'on puhTe trouver jî* qui foit une puif- 
lance parfaite de A 1 — B 1 multiplié par un nombre entier Q ; 
voici comment .on peut parvenir à cette découverte. 

Soit repréfenté le nombre donné A* — B* par le produit 
a m bf d f , dont les divifeurs font a, a, a b , b, b 1 

• y fi élevez le produit de ces divifeurs à la puiflance c , vous 
aurez a* b c df f , qui étant divifé par a m b? d* donnera a f " m b ( ~* 
£ ■ 1 f - 1 = Q nombre entier, pourvu que quelqu'un des ex- 
pofans m ou/? ne foit pas plus grand que c ; fi cela étoit , il fau- 
droit élever a, ou b à des puhTances fuffifantes pour que leurs ex- 
pofans ne foient pas négatifs. 

88. Si le -binôme propofé étoit A — - B, il eft évident que la 
même règle feroit trouver x — y. 

*Si chaque membre du binôme eft radical , ou fi le plus grand 
l'eft , on n'en peut rrouVer aucune racine paire. 

Lorfque le plus grand membre eft rationnel , ôc que l'expo- 
fant c eft un nombre pair, il eft douteux fi le plus grand mem- 
bre de la racine eft rationnel , ou non » 6c quoiqu'on ne puifTe 
pas trouver de racine fous la forme p / V~q 9 on en peut 
trouver _fous celle-ci K V~p~-+> q, ou fous cette autre K Vf 

Si on cherche Ja racine KV p •+• q 9 on fouftraira x — y 

F f 



-. 
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de x y ; & la moitié du rcftc donnera la partie rationnelle y ? 

ou q; ôc fi à .v 1 — y z = », on ajoute _y*-, la fo*ime fera* 1 ; de 

forte que ^ = - , ôc * = ; — h n ; les 

expreffions dtant les mêmes que lorfque c étoit impair , excepté 
que « a un (igné différent. 

Si cela ne réuflit pas , & qu'on ait fous le figne radical un nom- 
bre premier, il eft inutile de faire d'autres tentatives : mais fi on 
a fous le figne radical un jiombre compofé , la racine peut ap- 
partenir à la forme K V f •+■ / V q i ôc'ce nombre _compofé 
étant p x q , puifque K 2 p — I 1 q == n , ôc K V p = x, 
il faut chercher les nombres entiers les plus approchans des va- 
leurs de K ôc /, & tenter l'opération avec K V j> -H / V q j com- 
me dans l'exemple fuivant, o ù il s' agit de trouver la racine qua- 
trième de — 28pj V 22+ ; je vois que la racine qua- 
trième de A 1 B 2 eft 1 77 = x* — y = n , ôc la racine qua- 
trième de A — B„ c'eft-à-dire, x — = r = p à peu près: 

& -y — i- 1 = 17 à peu près; donc x — ■ 9 17 = 13. 

D'ailleurs le moindre fa£teur radical de B étant K 14. = V7 x a r 
je fais 13 = * = K V 7", & l'entier le plus approchant de K 
eft c. De plus, K 1 /> — /* q — n = 175- — / 2 x 2 = 1 J7 , 
c'eft-à-dire , /* x 2 = 1 8 , & / ==^3 : ce qui donne pour la ra- 
cine cherchée 5 V 7 — 3 V^âT 

'De cette manière on trouve immédiatement les racines pai- 
res; mais on évite fouvent bien de l'embarras en extrayant* la ra- 
cine quarrée par la première Méthode jufqu a ce que l'expofant 
devienne impair. 

8p. Si l'un des membres du binôme en quefiion étoit un ra- 
dica l imagin aire , comme Ait B \' — q ; alors on aufoit 
yfi} B 1 = x* — y z : & ( fi on cherche la racine cubique ) 
B* q = x 1 — y 1 = p 1 -h I 1 x q ; divifant ce qui 
eft fous le fig ne par fon pl us grand divi feur rationnel, le quotient* 
fera V~— q y & fi de ^/a 1 -h B- q on fouftrait p 1 , qui eft le 
quarré d'un divifeur de A , le refte fera / 2 x q x multiple connu du 
quarré de / qui eft un divifeur de B. 

Si on doute que p Ôc / font divifeurs de A & de B, on s'en 
convaincra en cubant ^ -t- / *fr-£x cat on trouvera. A = p 
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R f x — 3 I 1 q , ôc B = / x 3 p 1 — /* ? : ici les fignes de 

Î> & de / doivent être tels qu'ils rendent pofitives , ou négatives , 
es valeurs de A & (le B /félon que ces quantités le font elles- 
mêmes. 

Si on cherche, par cette Méthode, la racine cubique de 81 
H- V — 2700 = 8 1 ■+■ 30 V — . On aura A 81 , B = jo , 
q — s ; |/1fï x 81 + 2700 — 21 '= p z H- y* </. C'eft pour- 
quoi fouftrayant de 2 1 le quarrd de = zfc 3 qui eft un divifeur 
de A , on aura pour refte i 1 4 = 2 x 2 x j j & / — 2 eft un 

divifeur de 30. Enfin A = p x p z — 3 /* pétant pofuif , & le 
fadeur p 1 — 3 l l q négatif, p doit avoir le figne négatif, & par 
la même raifon / doit, avoi r le fig ne pofitif i de forte que la racine 
cherchée eft — 3 -h 2 V — 3. 

On a dè*ja vû aue toute puifljmce doit avoir autant de racines 
qu'il y a d'unités dans fon expofant; ôc on v«ra,dans le Chapitre 
fuivant, que l'unité elle-même a trois racines cubiques* qui fqnt 1 , 

— * -h V — 3 — 1 — V J • r 1 

, oc - ; ainli , pour trouver les 

deux autres racines de la quantité fur laquelle nous venons d'o- 
pérer, on multipliera la racine trouvée par les deux racines in- 
commcn furab les de l'unité, & on aura — 7 — i V — 3 , Ôc 
i-t-i-V— 3. 

On pourra fouvent abréger cette opération , en divifant le bi- 
nôme donné par le plus grand cube qu'il contient , Ôc cherchant 
la racine du quotient ; car celle-ci , multipliée par la racine du 
• cube qui a fervi de divifeur, donnera la racine cherchée : ainfi , 
dans l'exemple précédent, 8 1 -+• v 7 ^- 2700 =27 x 3 -+- ^^TjH", 
ôc la racine cubique de 3 -+- V— S étant trodvée , on la mul- 
pliera par 3 racine cubique de 27. 

Si le coefficient du membre imaginaire du binôme avoit le fi- 
gne — , la racine feroit la même, excepté que la partie imagi- 
naire auroit un figne différent. 

po. Soit que ces efpeces de racines puiflent s'exprimer en nom- 
bres rationnels ou non , on pourra toujours les tr ouver en rédui- 
fant en fa fuite infinie le binôme A B V — q , ôc prenant les 
fommes des termes alternatifs: ainfi, dans l'exemple précédent, 

i 



g 1 4- 30 K — 3 , ou encore mieux 81 x i 4-^^- 3 

Ffij 
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^Btant réduit en fuite,1a fomme des termes impairs approchera corP 
tinuellement de 4. y = £ 6c la fomme des coémciens dés ter- 
mes pairs approchera de ~ } qifi eft le coefficient de la partie ima-r 
ginaire. . . . ' 



CHAPITRE X. 

De la résolution des équations par la règle de Cardan , & 
autres règles de même ejpeee. 

m 

p 1 . /"*\ N a fait voir comment on peut faite évanouir le deuxié- 
V/ me terme d'une équation ; 6c de cette manière , t©ute 
équation "du troifiéms degré peut être réduite fous cette forme 

• x3 * q x r = o. 

Si on fuppofe x = a b, on aura *3 -+- q x -+• r = ai 3 à 1 b 
^r^ah' -h -t- q x -\-r = al ■$ a b x a + b + b* -*-qx-+-r 
— ai -h^a^x-h* 3 fuppofant 3 a b = — q ) 
= ai -+- ù* H- r = o. 

Mais b = 2_. , ôc £î = , ôc par conféquent 

Je fuppofe a3 = z j ôc j'ai z l -f- r z = qui efl: 

une équation du deuxième degré dont la réfolution donne 



z = — 1 r ±1 K i r» 



*7 » 



dans lefqùelles expreflions il n'y a que des quantités connues. 
On peut trouver les valeurs de x un peu différemment de cette 
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manière ; puifque & =— \ r ± ~)f -J r* H- > il s'enfuit que 
aî+r=ir 4 J/^ | r- , & *3 = — à3 

r = — { r i \f \ r z -+- i de forte que 

" , / 1 — 

■ 

ce qui ne donne qu'une feule valeur de * , parce que quand > 

dans Ja valeur de a, le radical J r 1 -H eft pofitif, il 
eft négatif dans celle de b, ôc il n'y a de différence pour leur 
Valeur que celle des fignes ; de forte qu'on peut conclure que 

• * 

p2. On peut aufli trouver les valeurs de x fans faire évanouir 
le deuxième terme de l'équation ; car toute équation du troifié- 
me degré peut être réduite fous cette forme 

a* — 3 p x z — 3 q x — i r 

3 q 

& en fuppofant * = z~hp, elle devient *3 * — 1 q z — 2 r 
= o , qui n'a point de fécond terme. Donc , par le dernier ar- 
ticle, z = r r -+- V V — ?» -f- — K r* — ^ : & fi 
on fuppofe que la racine cubique du binôme r ■+■ V r* — eft 
m -4- |/"^", le radical précédent deviendra m -+- l^TT-H m — V~n 
=a= 2 m. Et puifque x =-+- />, il s'enfuit que x = p -\- 1 m. 
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^•fru y' y __, 1 o puifque l'unité elle-même eft la racine cubique 
de i , une des valeurs de y fera 1 , de forte que y — 1 = 0 
fera le divifeur de la première équation y* — 1 = o , & le quo- 
tient fera l'équation du deuxième degré y 1 •+- y > = o , qui 

étant réfolue 9 donnera. pour racine y = — 

3 ; de 

forte que les trois exprefllons de {/T font 1 , 1 ^7- 

______ 

& ~ 1 ~ 17 ~ ; . Et en général, la racine cubique dune 
quantité quelconque A3 fera A , ou — 1 "*~ t - ~ ■- x A , ou 
. ~ 1 ~ ^ ~ 3 x*A; de forte que la racine cubique du bi- 
nôme r -h J/* r* fera m -+- Vit, comme nous l'avon s déjà 

fuppofé, ou- "' + /" ? x : ^Vfi, ou ~ ' ~/ ~ 3 - 

* m : ce qui nous donne trois ex prefllons pour x , fça^ 

voir, . v = p 2 m , x = p — m -ï- \S — 1 n , x == p — m 
— _ 3 » ; & ce font les trois racines de l'équation pro- 

pofée.' 

Pour trouver les racines de l'équation *3 — 12 * l + 41 * 
—.42 = o , je compare fes coemeiens avec ceux de l'équa- 
tion générale 

*3 — ip x* — 3 qx — 2r J 

+ — pî > = o , & je trouve 

3 p -= 12, de forte que* » -p = _ 

3P X — 3 q = 48 — 3 > =_!••• f 

3 # — pi — 2 r = — 35 — 2 r = — _2 • • • • r = 3 ; 

& par conféquent * 



r i —q*=9 — 1 fr=— I rr> & r H- *V — ^ = 3 -H f — Vr> 
On trouvera que la racine cubique de ce binôme eft 
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Donc • • x = p 2 m = 4 — 2 = 2. 

♦ « 

* = m — ^— 3 « = 4+i — 4 = y — 2 ^ ; 

x =p — w-H^ — j n= j + 2 = 7. 

De forte que les trois racines de l'équation propoféc font 2,3,7; 

Outre — 1 -f-V — i , on pourroit trouver deux autres ex- 
prelfio ns de la racine cubique de ? -H ✓ _ , qui font f 
* — jt > & — t — V — H ; mais étant fubftïtuées à 
»w H- ,/ » elles donneroient les mêmes valeurs de jc qu'on a 
déjà trouvé. • • 

Si on propofe l'équatîon x* -+• i; ** + 84 * — 100 = o , 
on trouvera p=*—<j , q = — 3 , r= i S {, & r 

— l 3ï 1X252 dont la racine cubique eft 3 -+- V iT ; tie 
forte que .\ =^ p — f- 2 m = — f + 5= i. Les, deux autrei 
valeurs de x qui font — 8 -h y — ^ , — % — j a f 
font impofTibles. De la même manière, on trouvera ç-iiejes 
racines de 1 équation .\J a 1 — 166 x ffôo = 0 , font 

— «y, 7 V j. 

• 

Jl faut remarquer que toutes les racines d'une équation cubi- 
que font réelles toutes les fois que le radical V r* — q 1 eft ima- 
ginaire , ç'eft-à-dire^Jorfque 7 eft politif, 6c que ql > r 1 : mais 
fi le radical V r l — </' eft polfible , l'équation a deux racines im- 
pofiibles. On fe convaincra de la vérité de ce paradoxe en ex- 
trayant la wcine cubique du binôme r ivf^' , comme' 
on l'a enfeigné dans le Chapirrc précédent , ou en le réduilant en 
fa fuite infinie. 

_ On démontrera , dans la fuite , la règle pour trouver les racines 
împofliblcs d'une équation. 

93- On peut trouver les racines d'une équation du quatriè- 
me degré, en la réduilant à une du troifiéme', de la manierc 
•qui fuit. 

Faites évanouir le deuxième terme, & foit l'équation réful- 
îante x* # -h q x 1 r x -h s s= o. Suppofez que cette équa- 
tion du quatrième degré eft le produit de deux équations du ; 
deuxième degré, comme. il fuic> 
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< 

** C X g = o 



x* * 

m 1 0 tr 



* eft coefficient de * dans les deux équations, mais il a des 
fignes contraires ; parce que quand le deuxième terme manque , 
la fomme des racines pofitives eft égale à celle des négatives. 

Comparez à préfent les termes de l'équation transformée avec 
les termes corrcfpondans de l'équation propoféè , ôc Vous trou- 
verez / -+- g — e x = q y e g — e f — r , f g = s. D'où il fuit 

que / ■+• g mm q e 1 , £t g — /= -^j ôc par conféquent 



on trouvera de même par fouftra&ion que / = 



q + e 1 — 

e 



&/^ = J = ïM , + M' l+f4 - 7ï~ i & muldplianjt 

par 4 e 1 , & ordonnant les termes , on aura e 6 -f- 2 q e * q 1 — 4. s 
xe l — r 1 mb o. Je fuppofe e* = _y, & cette équation devient 
)î 4- 2 f f + f — 4 f x ^ ~/ 1 .= o , qui eft une équation 
du troifiéme degré, dont on découvrira les racines comme •ci'- 
deflus. Les racines de y étant trouvées , leur quarrés donperont 
celles de e, puifque y = c- ; ayant trouvé e , on trouvera /& g 

< + ~ î •+- e* H- -j- 

par les équations / = — ; , & g = ; . En- 
fin tirant les racines des équations x 1 -t*?#-+-/"r=o,& 
— r * -h ^ s= o, on trouvera les quatre racines de l'équa- 
tion du quatrième degré *•» « q x* -+- r x -+- s = o ; car 
ou .v=-i f ^ V 08 A' = +^4T t/i,»-^ 
Si on veut trouver les racines d'une équation du qua- 
trième 
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trîéme degré fans faire évanouir le deuxième. tef me ; oh la fup- 
pofera fous cette forme 

* 4 — * P * 3 — 2 1 

ôc les valeurs de x feront 

* = p — a ±1 p> q — a 1 l - r 





x = p a J* -+- q — a- -+- -^L 

où a* eft égal à la racine de l'équation du troifiéme degré 




La démonftration fe tire du dernier article & de l'article 92; 
Ceft pourquoi une équation du quatrième degré étant propo- 
fée, on comparera fes termes avec les termes homologues de 
notre équation générale : par ce moyen on découvrira les valeurs 
de pi q>r, s ; après quoi on cherchera celle de a 1 par la Mé- 
thode du troifiéme degré. 

Soit l'équation du quatrième degré # 4 — S #3 — 83 x % 
-t- 1 62 x -+- 95 6 = o , on aura 4/7 = 8, ou p— 2; 2 q — 4^* 
( 16) = 83 , ou q = V; 8 r — +pq ( 39<? ) = — ou 
' = -4^ 4* — ?» (~ 4 ~) = — 91«> ou s = '-^ : donc 
p" 1 q = 1^1 f 2 pr + s = m>- , r* = ^«-i & par confé- 
quent>* — -4^* H- Ht* y — ■ u r ( r £ = o, & fi on cherche 
les racines par la formule donnée pour les équations cubiques > on 
trouvera f *= if* , q = iff$i , r = & r- — *1 

= — -m-H 2 ^ » Mais la racine cubique du binôme ^.ViV- 1 
«+- V AVgffA eft — (4 ✓ — 3|E ; par conféquent _y — a 1 - 
== ^ — V == 9 ; & de plus , .y =* a 1 « ^ -h f * V 400 
= H 2 " » ou f* tfî a yant trois valeurs , a en a ûx , dont chacune 
indifféremment peut fervir à la folution du Problême ; par 
exemple , fi on prend a = 3 , on trouvera * = p — a 

K"/! 1 +j -y- = 2 3 ±: "i+¥->-t 
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= — i -fc, % = 4, ou — 6 , &cx=p-\-a±^J/^p 1 -hcj — a 1 -*- ~ 

= 2 + î± ^ 4-*-t — P-H V = yi^8==i3,ou — 3, qui 
font les quatre racines de l'équation propofée. 

CHAPITRE XL 

• - 

Méthodes pour approcher des racines des équations par le 

moyen de leurs limites. 

Sf'lj Uand on a une équation à réfoudre , il faut d'abord 
chercher les limites de fes racines. Soit, par exemple, 
l'équation x* — i6x-+-f$ = o, on cherchera , premièrement , 
fes limites, qui font o, 8 6c 17; c'eft-à-dire que la moindre ra- 
cine eft entre o ôc 8 , ôc la plus grande entre 8 6c 17. 

Pour trouver la première des racines, on fera attention que fi 
on fubftituc zéro pour x, le réfultat fera par conféquent 

tout nombre entre o ôc 8 qui donnera un réfultat pofitif, fera au- 
deffous de la moindre racine , ôc tout nombre qui donnera un 
réfultat négatif fera au - deffus. Puifque o ôc 8 font des limites r 
je fais * = 4 qui tient un milieu entre ces deux nombres , ce 
oui me donne x 1 — 16 x f y = 16 — 64 -H : = 7 9 
d'où je conclus que la véritable racine eft au - deffus de 4. Je 
fuppofe x — 6 qui tient un milieu entre 4 Ôc 8 , ÔC j'ai ** — 16 x 
•^r SS — 3 6 — 9 6 SS — — S" > ôc ce réfultat étant négatif,- 
je vois que 6 furpaffe la racine cherchée i je prends donc 7 ôc je 
trouve x z — 16 x $ <f = 2$ — 8o-t-çj = o ; 6c par confé- 
quent y eft la moindre racine de l'équation propofée. On trou- 
veroit de même que 11 en eft la plus grande. 

Diminuant ainfi la plus grande limite, ou augmentant la moin- 
dre , on peut découvrir la véritable racine lorfqu'elle eft commen- 
furable. Mais quand ce procédé conduit à deux limites, qui ne 
différent entr'elles que de l'unité, Ôc dont cependant lune eft 
au-deflus de la racine , ôc l'autre au-deffous, on peut conclure que-* 
la racine eft incommenfurable. 

On peut cependant approcher de cette racine , en continuant: 
l'opération par les fractions.. Soit, par exemple, l'équation x 1 — 6x 
4r 7 • = o j, fi. oa fuppofe x.= x , la réûiltat feza £ — ta -*r 
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= — i qui étant négatif, & la fuppolition x = o donrant uiï 
réfultat pofitif, il s'enfuit que la racine eft entre o ôc 2. Je fais 
donc * = 1 ; 6c je trouve x l — 6 x •+■ y = 1 — eî -V- 7 ^ 2 , 
qui étant pofitif, je conclus que la racine eft entre 1 ôc 2 , & par 
conféquent incommenlirable ; pour en approcher , je fuppcfe 
* = 1 7 , ce qui me donne «? — <£*-+• 7 = 2^ — 9-4-7 
= ^ ; ôc ce réwltat étant pofitif, je vois que la racine eft entre 
2 6c 1 Je prends donc 1 { , Ôc j'ai pour réfultat — ^ qui eft 
négatif; de forte que la racine eft entre 1 { 6c I je prends 
J i, qui donnant aufli un réfultat négatif, je conclus que la ra- 
cine eft entre 1 ±= t ±, & i i ; j'effaye donc 1 & , ôc le réful- 
tat étant pofitif, la racine eft entre 1 ôc 1 . Et par conféquent 
elle eft à peu près 1 ff . 

ptf. On peut en approcher plus aifément en transformant l'é- 
quation en une autre , dont les racines foient dix fois , cent fois , 
ou mille fois plus grandes que celles de la propofée , ôc prenant 
les limites plus grandes à proportion. Cette transformation eft 
facile i car il fuffit de multiplier le deuxième terme par 10 , 100, 
ou iooo, le troifiéme terme par leurs quarrés, le quatrième, par 
leurs cubes , ôcc. l'équation du dernier exemple , transformée de 
cette manière , devient x 1 — 600 x •+• 70000 = o , dont les 
racines contiennent cent fois celles de la propofée, ôc dont les 
limites font entre 100 ôc 200. Et procédant comme ci-devant, on 
tentera ico, ôc on trouvera ** — 600 x «+- 70000 = 22J00 

— 90000 70000 = 2500, de forte que 150 eft au-deffous 
de la moindre racine ; on tentera enfuite 17;, qui, donnant un 
réfultat négatif, fera au-deftus de la racine : ôc procédant de cette 
manière on trouvera que la racine eft entre 1 y 8 ôc 1 s 9 : d'où on 
pourra conclure que la moindre racine de l'équation x 1 — 6* x 
-+-7 = 0 eft entre 1. j8 ôc 1. $9. 

Si on veut réfoudre l'équation du troifiéme degré *? — 1 f x 1 
H- 63 x — co = o , l'équation des limites fera 3 ** — S * -+* <$3 
= o , ou ** — 10 * ai = o , dont les racines font 3 ôc 7 ; 
Ôc fubftituant o pour * le réfultat de l'équation x* — 1 c 63 * 

— jo eft négatif, Ôc fubftituant 3 il devient pofitif. xs=* 1 donne 
encore un réfultat négatif, ôc x = 2 en donne un pofitif , de forte 
que la racine eft entre 2 Ôc 1 , ôc par conféquent incommenfurable. 
On peut en approcher , comme dans les exemples précédens. Mais 
nous allons expliquer d'autres Méthodes , par le moyen defquelles 
on pourra en approcher, beaucoup plus facilement ôcjplus prompte- 
ment. Ggij 
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** p7. Après avoir découvert une valeur de la racine qui n'en 
diffère pas de l'unité , fuppofcz que la différence entre fa vérita- 
ble valeur & la valeur approchée que vous avez trouvée , foit re- 
préfentée par /, comme clans le dernier exemple , faites *= i 
Subftituez cette valeur au lieu de * dans l'équation, comme il fuit 



-îjjt^-ij- 30/— l S f z 
63 *3 -+- *îf 



xi — 1 s x- H- 53 x~ yo =— 1 3 6 f— 12 f l H-/* — °' 

Puifqu'on fuppofe / moindre que l'unité , on peut , dans cette 
approximation , négliger ces puiflances f~ ,fi ; de forte que pre- 
nant feulement les deux premiers termes on aura — i -+-36 j = o, 
eu / = ^ = o. 027 ; de forte que * vaut à peu près 1. 027. 

On peut prendre une valeur plus approchée de x , en confî- 
dérant que puifque — 1 36/ — ta/* -h/* = o , par con- 
séquent / = _ I j. — ^- , ôc fubftituant dans cette fraaion 

7* P our /*> on aura /«= î6 _ llxfïH .^ xfî — ^ 
= o. 02803. 

Mais on corrigera 6c on déterminera bien plus exactement la 
valeur de f, en déiïgnant par g la différence entre fa valeur réelle 
& la valeur approchée qu'on en a trouvée , de forte qu'on aura 

/ = c. 02803 Subflituant cette valeur de / dans l'équation 

fi — ia/*-é- 3<$/— 1 — o , on aura 

fi — o. 0000220226" -f- o. oo23f7£-ho. 08409 -h g* 
— = — o. 005*428 itf — o. 6j2-j2g — 12£* 

■ 

3<S f= 1. oopoS -+• 36g. 



= — o. 00032^1374-4-3;. 3 2 9 6 17& — luWS == ° 
négligeant tous les termes, excepté les deux premiers, on » 
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'3S- 3*9*17 * £ = o. 0003251374, &£ = *'™lw* ,m ** 

00000923127. de forte que f — 0.02803923127; & x = 1 
■h/=a 1. 02803923127 ; qui eft à très-peu près la valeur de la 
racine de l'équation propofée. 

Si on avoit encore befoin d'une plus grande exactitude , on fup- 
poferoit h égal à la différence de la valeur de g qu'on vient ce 
trouver 6c de fa valeur réelle, ôc procédant comme ci-deflus , on 
corrigeroit la valeur de g. 

Si on propofe l'équation — 2 * — ? — o ; après avoir décou- 
vert que l'une des racines eft entre 2 & 3 , on fuppofera x = 2 
ri-/*, ôc fubftituant cette valeur, on trouvera 

*îsa8+ \2f-h6f 1 -4-/3 
— 2 * = — 4 — 2/ 

& on aura pour valeur approchée 10/ = 1 , ou / = o. 1. alors, 
corrigeant cette valeur , on fuppofera /= o. 1 -hg , ce qui donnera 

fi = o. 00 1 -H o. 03 g -+- o. 3 g* -Hgî 
6/1 — 0.06 -i- 1.2 £-1-6 

l0/= I. -+- 10£ 



= 0. 06l II.23£-h 6. 3£ l -+-^3 = o 

de forte que £ = ° 6t = — o. 00 J4 

Suppofant alors £= — o. 0074 A, on peut corriger cette 
valeur, & trouver enfin que la racine demandée eft à très-peu 
près. 2. 094;; 147. 

En faifant ufage des autres limites , on peut, de la même ma- 
nière , découvrir les autres racines : ainfi l'équation xi — 1 y x * 
ïf? 63 # — 50 s= o, a pour limites 0 , 3 , 7 , 50 , & nous avons 

Gghj 
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"*n<5ja trouvé que £à moindre racine cft à peu près 1.02803p. Sî 
on demande la racine fuivantc; on déterminera de même fes plus 
proches limites 6 ôc 7 , dont la première donne un réfultat pofi- 
tif, 6c la deuxième un négatif. C'eft pourquoi on fuppofcra x = S 
•+■ f, ôc fubftituant cette valeur dans* l'équation , on trouvera 
fi ■+■ 3 fi — 9f -h 4 = o, ôc par confdquent / = > à peu 

près. Ou puifque / = y ' , ( fubftituant f pour X ) 

/= - « 4 __ ,« = ££7, donc a: = 5 -+■ ££f à peu près. On 

peut encore corriger cette valeur, comme dans les articles précé- 
dens. On trouvera de même la plus grande racine de l'équation. 

p8. Dans toutes ces opérations, on approchera plus prompte- 
tement de la valeur de la racine , fi on veut prendre les trois der- 
niers termes de l'équation , Ôc en tirer la racine quarrée : fi , par 
exemple , dans l'équation fi — 12 fi -+- 36 f — 1 = o on prend 
les trois derniers termes 1 2 fi — 36 f -h 1 = o , tirant la racine 

3uarrée, on aura /= o. 028031 , qui approche beaucoup plus 
e la véritable valeur que celle qu'on trouve en fe fervant de 
36 f — 1 = 0. Il eft clair que cette Méthode s'étend à toutes 
Jes équations. 

pp. En prenant des éauattons affectées de coëfficiens généraux, 
on peut , par le moyen de cette Méthode , trouver des Théorè- 
mes généraux pour approcher des racines d'une équation quel- 
conque. 

Soit fi — pfi -+- q f — r = o l'équation par le moyen de la- 
quelle on doit déterminer la fra&ion/, qui doit être ajoutée à la 
limite, ou en être retranchée, pour avoir la valeur approchée 

de x. Dans ce cas, qf — r = o donnera f=-^. Mais puifque 
/= p —If-*, g > ûibftituant -y- pour /, on aura la formule 
fuivante , pour trouver / à peu prés 

q* q ^ 2 

Si c'eft une équation du quatrième degré qui doit déterminer 
/, par exemple ,/+ — p fi -h q fi- — rf-*-f — o, alors , 

/ étant très - petit , on aura / = , ôc on corrigera cetto 
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valeur en la fubftituant dans / — . * _/ - — 



; — ; d'où nous tirons cette for- 



/ 

r r * r» r» 
mule pour toutes les équations du quatrième degré 

ri x f 



îoo. On peut trouver d'autres Théorèmes en prenant les trois 
derniers termes de l'équation , & réfolvant une équation du fé- 
cond degré : ainfi, dans l'équation fi — p /* -h q f — 1-= o, je 
néglige le premier terme fi , à caufe de fon extrême petitefle , 

je tire la racine quarrée de pfi- — qf-tr* — o, ou de/* * 

*/-H-£- = o,ôcje trouve /=- T ? F +: J/ — y •+• ^ r 

- ?F ^" 4fy à peu près. 

On peut corriger cette valeur en fuppolànt / = m, & fubfti- 
tuant mi pour fi y ce qui donne mi — pfi q'f — r — o, 
& p fi — q f r — mi = o ; dont la réfolution donne 

/ - 15 «'«•-y r<fà e(l à très . peu près la va . 

leur de/. 

De cette manière , on trouvera des Théorèmes fcmblables pour 
trouver les racines d'une équation d'un nombre quelconque de 
degrés. 

Soit l'équation générale x n -+- p x n 1 4- q x n "* * r x* ' — * 
'•+• &c. -+- A bbss o , dont n défigne le nombre de dimenfions , 8t 
A le dernier terme. Suppofez que k repréfente la plus prochaine 
limite au -deflbus' d'une des racines de l'équation, & fuppofanr 
x =4c •+• f, fubftituez les puiflances de * -t- / à celle de x r 

& vous aure2 * -h / " -h /> x ~~* ' •+• q x k f" ' 

■+- ■ r x k /" % &c. •+• A = o , ou fàifant les multiplica*- 
tions x fie difpofcnt les termes félon les dimenfions de f 
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k H-w/t xf-hnx-^—^k fi -h Sac, 

,n-i - n — 2 ,«—3/! . - 

pk -i-pxn — ik x/+pn- ix— — k fi + tec] 
r + r x „__ 3 **" 4 xf-h r xn- 3 x k*~'j* , &c. 



ou négligeant toutes les puhTances de/, qui fuivent les deux pre- 
miers termes , on trouve 

^ — A — — pk'-* — qk--* — '■rk-i>&c. 



m 



Jb' - • -+- f x n — x k ' - * H- q x n — l h « - ? -|- r » m - 3 if - « , & c. 



^ — A -t- w — 1 t'H-pxn — tJb" T ->-7X«- 3fr-»-f-rxw — «t" ? t&c ; 

- '-f-px »-ifc"- i -+-5x« — »ib*-J -+-r x« — 3 i«-4,&c. 

D'où on peut déduire des Théorèmes particuliers pour trouver 
les racines des équations. 

101. On peut aufli, par cette Méthode , découvrir des Théo- 
rèmes pour approcher des racines des puhTances pures; comme 
pour trouver la racine » d'un nombre A ; je fuppofe que k foit fa 
plus prochaine racine en nombres entiers , & que k -+- f foit fa 

véritable racine, on aura k» -H n fr- 1 / -H n x " ~ ' 
/», &c s=s A ; & prenant feulement les deux premiers termes, 
/=» '• ou P lus exactement en prenant les trois pre- 
miers termes / = a — , & prenant 

ni-'+ifX " ~ ~ k-* f 
A — k* /. „ A — *• 



rirr; == /> on a / - A 

» jb"» -4- *"»X 

( & fàifant m mm A — *» ) 



; qui eft un Théorème rationnel pouj 



»tH x m 

approcher de la valeur de /, 



On 
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On trouvcroit un Théorème irrationnel pour le même fujct , 

en prenant les trois premiers termes k" n k" 1 f -h n 
x ±=-±- k 9 - l p — A. Car, n k" ~ l f-hnx " k n ~ 1 
f - = A — k* — m ; ôc la rçTolution de cette équation donne 

/«= — L-+. 7/"; L-f 

r ta „_ , — r ' ,j 



11- 1 



Dans l'application de ces Théorèmes, quand on a trouvé une va- 
leur approchée de/, il faut l'ajouter à 6c fubftituer cette fom- 
mc au lieu de k dans la formule'; 6c par une nouvelle opération on 
auroit encore une valeur plus correcle de la racine demandée: 
ainfi , pour trouver la racine cubique de 2 , je fuppofe k = 1 , 



Ôc / = = ± ~ 0 . 25 ; enfuite je fuppofe 

i 

* = 1. 2? , 6c par une nouvelle opération on trouvera / = o. 
009921 , ôc-par conféquent {/ 2 = 1. 2^9921 à peu près. Par le 
moyen_du Théorème irrationnel on eût trouvé la môme valeur 



CHAPITRE XII. 

Méthode des fuites pour l'approximation des racines 
des équations littérales, 

102. ÇTl n'y a que deux lettres x ôc a dans une éauation , fup- 
O pofez fl = i, & cherchez les racines de ré. quation nu- 
mérique qui provient de cette fuppofition , multipliez les racines 
par a , les produits feront les racines de l'équation propofée. 
Ainfi, on trouvera que y- ôc 11 font les racines de l'équation 
x 1 — f j =0; ôc par conféquent les racines de l'équation 

x % — 1 6 a x -+- j <; a x = o font $ a ôc 1 1 a* On trouvera les racines 
de l'équation xi a x x — 2 afi — o, en cherçhant celles de l'é- 
quation numérique -2 = 0, 6c puifque l'une d'elles eft 

H h 
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i , il s'enfuit qu'une de celles de la propofée eft a; les deux au-; 

très font imaginaires. 

103. Si l'équation à réfoudre contient plus de lettres, com- 
me ■+- a 1 x — 2 ai -+- a y x — v* = o , on pourra alors 
exprimer la valeur de x par une fuite dont les termes feront com- 




que y eft moindre par rapport à a. Et fi les termes font multi- 
pliés par les puhTances de a , & divifés par celles de y , la fuite 
décroîtra d'autant plus promptement , que y eft plus grand par 

rapport à a. Puifque les termes y -^p , ^- , -£- a -{y > &c. 
décroiflent très-promptement lorfque y eft très-petit par rapport 
à a. Si y s'évanouit par rapport à a, le deuxième terme svva- 

nouira par rapport au premier, puifque : y : : y : a. Et 
de même s'évanouira par rapport au terme qui le précède 
immédiatement. Mais lorfque y eft très - grand en comparaifon 
de a y a fe trouve très - grand en comparaifon de -— , ' 
en comparaifon de ; de forte qu'alors les termes a , -1- , 
_£l_ , _fl f -£l , ôcc. décroiflent très- rapidement. Et, dans ces 

cas, quelques-uns des premiers termes donnent une valeur affez 
approchée de la racine. 

Si , dans l'équation précédente , on demande pour x une fui- 
te qui décroilTe d'autant plus promptement que y eft moindre 
par rapport à a ; pour trouver le premier terme de cette fuite, 
on pourra fuppoferj évanoui; & tirant la racine de l'équation 
a j a 2 - x — 2 = o , qui contient les termes de l'équation 
propofée qui ne fe font point évanouis avec y ■= o ; on trou- 
vera x o» « qui eft la véritable valeur de x lorfque j eft éva- 
noui, mais ce n'en eft qu'une valeur approchée lorfque y eft très- 
petit làns être cçal à zéro. Pour avoir une valeur plus approchée 
de x , je fuppofe que la différence de a à la véritable valeur eft 
f , c'eft-à-dire , * = a -+- p , & fubftituant cette valeur pour x 
dans l'équation donnée, on trouve 



î 



1 
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xi = ai H- 3 à 1 p 3 a p 1 H- pi 

m - 

l~ a* x = -h ai ■+- a 1 p 

— 2 ai = — 2 <a* 

a y x = a* ^ -h a p y 

— .V 3 = — ' 



.= o 



— % a- p 1 a p x pi 
. a* y -h a p y — yi 

Mais puifque, par la fuppofition , y ôc p font très -petits par 
rapport à a , il s'enfuit que les ternies 4 a 1 p , a 1 y 9 ou y &. p 
fe trouvent féparément avec leurs moindres dimenfions , font 
très-grands par rapport aux autres ; de forte qu'on peut négliger 
ceux-ci dans la détermination de la valeur âe p : ôc 4 a 1 p-+-a x y 
mm o donne p = — ±y. Donc x = a-hp = a — ±y à peu près. 

Enfuite pour trouver une valeur plus approchée de p , & par 
conféquent de x, je fuppofe p = — $ y -h f , Ôc fubûituant. 
cette valeur dans la dernière équation , je trouve 



pi = 

*a*p 
ajLp-. 
a x y 

-y 1 = 



= — < ay 1 + ay q 

— ^ y 

-y* 



4 a 1 q 



o = 



Hhij 
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& puifque , par la fuppofition , q eft très-petit par rapport à p , 
qui vaut à peu près — \ y ; par conféquent q fera très petit par 
rapport a^,- donc tous les termes de l'équation précédente feront 
très- petits en comparaifon des deux — -,V •+• 4. a* q , où 
y & q font féparément à leur moindre dimenfion : particuliè- 
rement le terme — ~ a y q eft très-petit par rapport à 4. a 1 q , 
parce que y eft très -petit par rapport a * ; & il eft très-petit par 
rapport à — fi a y 1 1 parce que q el\ très-petit par rapport à y, 
C'eft pourquoi négligeant les autres termes , & fuppofant 

— Tï a y l '^ m ^a l q = o 9 on aura q = 6 \ x -~ ; de forte 
que x — a — Ly + f-x J^_. Et procédant de la môme ma- 
nière on trouvera x — a * -*- -Il yi . * 9 *t— 

4 *4 a s 1» a 1 i6>3 - a» 

I , &C. 

Lorsqu'on veut trouver pour x une fuite qui décroifle d'autant 
plus vite , que y eft plus grand par rapport à une quantité a , il 
faut feulement fuppofcr a très petit par rapport à y , & procéder 
félon le raifonnement^du dernier exemple. 

Ainfi , pour trouver dans l'équation xi — a 1 x -f- a y x — yî 
= o , une valeur de x qui décroiife d'autant plus vite , que y 
eft plus grand par rapport à a. Suppofez a évanoui , les termes 
reftans donneront xi — yi => o , ou x = y ; de forte que quand 
y eft très-grand, x =y à peu près. 

Mais pour avoir une valeur plus exade de x, on fera x — y 
•+-/>;& par conféquent 

Xi =yi syip -4- iy pi+p3 

— a 1 x = — a 1 y — a 1 p 
*+- a y x = ay x a y p 
~yi=-yi 

^ = 3y l p+ iy p>-t-fi—a l y — a*p 

"+~ a y i -H ay p: 

Où les termes j y» /> * y deviennent confidérablemont plus 
grands aue le refte,^ étant beaucoup plus grand que a ou p, ûc 
par conféquent » = — . j * à peu près. 
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Sûppofant enfuite p = — \ a •+• q , l'équation précédente fe 
transformera en celle-ci 

-—a 1 y — a y q — a q l \ = o 

dans laquelle les deux termes ? q y 1 — a 1 y font confidérable- 
blement plus grands qu'aucun des autres, a étant beaucoup moin- 
dre que > , ài q beaucoup moindre que a , par la fuppofuion ; 

de for:e que 3 q >•* — a % y = o , & q — ~y à peu près. De 

cette manière on pourra c rriger la valeur de y, & trouver x = y 

"~ ■ a T7 iTj yr> &c - laquelle fuite décroît 

d'autant plus promptement que y efl fuppofé plus grand par rap- 
port à a. 

Dans la folution du premier exemple , pour déterminer p „q , 
r, &c. on a comparé lei> termes dans leiquels^y, & ces mêmes 
quantités p , q , r , &c. avoient féparément les moindres dimen- 
fions. Mais, dans le deuxième exemple , on a comparé ceux où 
a & ces mêmes quantités avoient les mêmes dimenlions 'éparé- 
ment. Et ce font toujours les quantités qu'il faut comparer tn em- 
ble , parce qu'elles deviennent beaucoup plus grandes que ies au- 
tres dans les hypohefes reipedives. 

10^. En général, pour déterminer le premier terme, ou un 
terme quelconque d'une fuite, il faut feulement prendre enfem- 
ble les termes de l'équation qui doivent devenir beaucoup plus 
grands que les autres, c eft-à-dire , qui donnent une valeur de x 
qui , fublïituée dans tous les termes de l équation , puilie élever 
tous les autres termes à des dimenfions fupérieures, ou les faire 
defeendre à des dimenfions inférieures, félon qu on fuppofe y 
très petit , ou très- grand par rapport à a. - 

Ainfi, pour déterminer le premier terme de la fuite conver- 
gente , qui exprime la valeur de * ûans la dernière équation 
*î — a x x •+• ayx — yi = o , il ne faut point comparer les 

termes a y x & — yï \ car ils donneroient * = qui, fub- 
lïituée dans l'équation , donneroit -~ a y 1 -t-^yî — yi = o , 

Hhiij 
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où le premier terme a plus de dimenfions que les termes a y * 
ôc — yl qu'on avoit pris : & le fécond en a moins; de forte 

3u'on ne peut négliger les deux premiers termes en comparaifon 
es deux derniers, foit que y foit très -grand, foit qu'il foit très- 
petit par rapport à a. On ne doit pas non plus comparer les termes 
x> &a y x pour trouver le premier terme de la fuite qui exprime la 
valeur de x, par la môme raifon. 

Mais on peut comparer xi, ou — yî avec — a 1 x. Ces deux 
termes donnent le premier terme d'une fuite qui décroît d'autant 
plus vite que^ eft moindre; de même xi = yl donne le pre- 
mier terme d'une fuite qui décroît d'autant plus vite que y eft 
plus grand. Cette dernière fuite a été donnée dans l'article précé- 
dent. La comparailbn de xi avec — à 1 x donne les deux fuites 

x = a — - y —— — -+* î9 -' 4 -, &c. 

s« + -t- -,,8 «r» 0CC - 

en comparant — a 1 x avec — yî on trouvera 

* — a* 4i a* 77 * 0CC * 

io?. On voit, par tout ce qu'on a dit jufqua préfent , que lort 
qu'il s'agit d'exprimer la valeur de * par une fuite convergente 
dans une équation qui renferme x&y, toute la difficulté de trou- 
ver le premier terme de la fuite fe réduit à trouver les termes qui 
déterminent la valeur de x par certaines dimenfions de y ôc a , de 
manière que cette valeur, iubftituée dans les autres termes, don- 
ne partout^ élevé à de plus hautes dimenfions , ou partout abbauTé 
à de moindres, que dans les termes qu'on avoit pris. 

Pour le déterminer , formez un angle droit avec les deux lignes 
B A ôc A C , achevez le quarré , ou parallclograme A B C D , 
& divifez-le en des quarrés égaux, comme dans la figure vis-à-vis. 
Dans ces quarrés , placez les puilTances de x depuis A jufqu'en 
C , & les puiflances de y depuis A jufqu'en B ; & dans tout au- 
tre quarré mettez la puhTance de x qui eft directement au-deflbus 
dans la ligne A C multipliée par la puiflance de y qui eft direc- 
tement à côté dans la ligne A B ; de forte que l'expofant de * , 
dans chaque petit quarré , exprime fa diftance de la ligne A B , & 
que l'expofant de y dans chaque petit quarré exprime fon éloi- 
gnement de la ligne A C. 
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On remarquera au fujet de ce parallelograme , 
i°. Que les termes font en progrcflîon géométrique, non-feu- 
lement dans la colonne verticale A B , ou Thorifontale AC, ôc 
leurs parallèles ; mais encore les termes pris dans une ligne obli- 
que quelconque ; car les expofans de y & x y font toujours en 
progreflion arithmétique : les expofans de_y parce qu'ils font en- 
tr'eux comme leurs diftanecs à la ligne A C , & que les termes s'ap- 
prochent, ou s'éloignent également de cette ligne. Il en eft ae 
même des expofans de x , parce qu'ils s'approchent , ou s'éloi- 
gnent également de la ligne A B. Ainfi, dans les termes^ 7 9 y^x, 
yi x 1 , y x?, les expofans de^ diminuant de la différence com- 
mune 2 , pendant que ceux Je x augmentent félon la progreflion 
des nombres naturels , le rapport commun des termes de' la pro- 
greflion eft 

2°. Il fuit , de 1 obfervatiorï précédente , que fi on fuppofe deux 
termes quelconques égaux , tous les termes pris dans la même 
ligne droite feront égaux; car, fuppofant deux termes égaux, le 
lapport commun fera un rapport d'égalité i d'où il fuit que fi on 
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fubftitue à .v la valeur qu'on en trouve en fuppofant l'égalité de deux 
termes, exprimée par les puuTances de ^ , les dimenfions dey dans 
tous les termes pris dans la môme ligne droite feront égales; mais 
les dimenfions de y feront plus grandes dans les termes pris au- 
deflus de cette ligne , & moindres dans les termes pris au deflou?. 
Ainli, fuppofant^ 7 — y x> , on trouve xi — y 6 , ou * — y 1 ; ôc 
ful.ftituant cette valeur de x dans les quarrés, les dimenfions de 
y dans les termes y? , y* x , yi x z , y xi qui font dans la môme 
ligne droite, feront 7, mais fes dimenfions, dans les termes au- 
deffus de cette ligne , feront au-dcfl"us de 7 , & dans les termes au- 
deflbus elles feront au-defibus de 7. 

Ces deux obfervations fourniifent un moyen facile pour décou- 
vrir les termes qu'il faut prendre dans une équation pour avoir une 
valeur de x qui donne dans tous les autres termes des dimenfions 
fupericures de y , ou dans toutes les dimenfions de y inférieures 
à celles qu'il avoit dans les termes propofés. Après avoir placé 
les termes de l'équation dans les quarrés qui leur conviennent , 
on prendra deux termes qui feront dans la même ligne droite , de 
forte que tous les autres termes fe trouvent au-deffus, ou tous au- 
deflbus de cette ligne. 

Soit l'équation y 7 — a y* x •+- y* xi •+• a 1 y x* — a x 6 = o* 
alors marquant les quarrés du parallelograme , qui contiennent 
les dimenfions de x ôc de y qui fe trouvent dans l'équation, ima- 
ginez une règle Z E qui tourne autour du premier quarré y 7 de 
A vers C, elle rencontrera d'abord le terme a y* x , & pendant 
qu'elle touchera ces deux termes , tous les autres feront au-deiTus : 
a où on peut conclure qu'en fuppofant ces deux termes égaux , 
on aura une valeur de x qui , étant fubflituée , élèvera tous les 
autres termes a de plus hautes puilTances de y , que celles des ter- 
mes propofés ; ôc par conféquent cette valeur déduite de 

Ja fuppofition de l'égalité de ces deux termes, eft le premier ter- 
me d'une fuite qui décroîtra d'autant plus vite que y eft moindre 
par rapport à a. 

Si on avoit fait tourner la règle dans un fens contraire autour 
du même quarré , c'eft-à-dire , de D vers C , y 4 xi eût été le 
premier terme qu elle eût rencontré , ôc fuppofant^ 7 = y* xi , 
on eût trouvé y — x , qui donne le premier terme d'une fuite 
pour x , qui décroît d'autant plus vîte que y eft plus grand. 

Cette règle peut s'étendre aux équations qui ont des termes 

dont 
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dont les expofans font des fractions, ou des radicaux; dans ce 
cas , on prend des diftances des lignes A C & A B qui foicnt 
entr'elles dans le même rapport que ces fra&ions , ou ces radi- 
caux, & on détermine dans le parallelograme la fituation des 
termes de l'équation propofée. 11 faut auifi obferver que toutes 
les fois que la règle rencontre deux termes , de manière que tous 
les autres termes foient du même côté, on peut, par le moyen 
de ces deux termes, trouver le premier terme d'une fuite con- 
vergente pour a:, ôc ainfi , de la même équation , on peut déduire 
plusieurs fuites différentes. Dans le dernier exemple, quand la rè- 
gle touche yt x ôc y x+ , tous les autres termes font au - deffus ; 
c eft pourquoi , fuppofant — ayt x -+- a z y ** = o , on trouve 

xi = & x == qui eft le premier terme d'une autre 

fuite convergente ût^r x. De plus , la ligne droite qui joint y x* 
Ôc x 6 laifle tous les Autres termes au-de(fous, Ôc par conféquent, 
fuppofant a 2 y x* — a x 6 = o, on trouve a y = ** , Ôc 

x e= y 1 , qui eft le premier terme d'une autre fuite pour #, 
qui décroît d'autant plus vîte qu»y eft moindre. En fuppofant 
y 7 = — y* xi , ou^+ xi = a x 6 , on trouve deux fuites qui dé- 
croiflent d'autant 
trouver toutes ce; 

ait un terme de l'équation dans chacun de fes angles , ôc qui ren- 
ferme tous les autres termes, on pourra toujours trouver une fuite , 
en fuppofant l'égalité de deux termes quelconques placés dans 
deux angles adjacens du polygone. 



t plus vîte que y eft plus grand. Pour trouver 
es fuites , décrivez un polygone Z a b e d , qui 



Si l'on fait mouvoir la règle Z E parallèlement à elle-même , 
tous les termes qu'elle touchera à la fois contiendront les mê- 
mes dimenfions de y : car ils auront entr'eux le même rapport 



i 



que les termes qui font dans la ligne Z E. Les termes que la 
règle touchera d'abord contiendront de moindres dimenfions de 
, fi elle fe meut vers D ; mais elle commencera par toucher 
es plus grandes , fi elle fe meut vers A. Les termes qui font 
dans la ligne droite Z E fervent à déterminer le premier terme 
de la fuite convergente : ôc ces termes, avec ceux qu'elle tou- 
che dans la fuite , fervent à déterminer les termes fuivans ; tous les 
autres s'évanouifTant comparés avec ceux-ci, quand y eft très-pe- 
tit, ôc que la règle avance de A vers D, ou quand^ eft très-grand s 
ôc que la règle va de D yers A. 

I i 
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îotf. Le célèbre Newton, auteur de cette fâmeufe règle, en 
a donné pour le même fujet une deuxième", que nous allons aufli 
expliquer. 

tSuppofez que D y 1 foit le terme de la moindre puiflance, ou 
y fe trouve fêparément , comparez-le fucceffivement avec les au- 

très termes, par exemple avec Ey #*, & remarquez où — - — - 

fe trouve le plus grand ; & faifant — — n, A y* fera le pre- 
mier terme d'une fuite qui décroîtra d'autant plus vite que y fera 
moindre : car, dans ce cas, L)y& E y™ x f feront infiniment plus 
grands qu'aucun autre terme de l'équation propofée. Suppofez 
h y e x*> pour un autre terme de l'équation , par la fuppolition 
1 ~ m — „ > j ~ e f & p ar conféquent multipliant par k , 
w i: > / — f,& n k 9 > /> préfentement fi on fubftitue 

A y" pour x , ou aura Fy* x* = F A y * "^^jSfc qui s'évanouira , 
étant comparé avec D y 1 , lorfque^ eft infiniment petit, puifque 
n k -h e >■ /. Par conféquent tous les termes s'évanouiront, 
étant comparés avec D y' & E y m x' qu'on fuppofe égaux ; donc 
ils donneront le 'premier terme d'une fuite qui décroîtra d'autant 
plus promptement que y fera moindre. 

Lorfqu'on a trouvé le moindre qu'il eft poffible , fle 

gu'on l'a fuppofé égal à n , alors Ay" eft le premier terme d'une 
fuite qui décroît d'autant plus vite que y eft plus grand ; car , 
dans ce cas, Dy< & Ey m x' font infiniment plus grands que 

F y' x k , à caufe de 1 ~ m = „ > _L ~±. , il s'enfuit que 
n k eft moindre que / — r, & »fc-f-*</, & par confé- 
quent F y'x k — F A*y n * * eft infiniment moindre que D y 1 , 
lorfque y eft très-grand. 

De même fi vous comparez un terme quelconque D y' x h , 
qui contient * ôc y , avec tous les autres termes , & que vous 

obferviez où ■ * ~ " eft le plus grand , ou le moindre > fuppo- 

fant ' ~ ™- = n , A y" fera le premier terme d'une fuite con- 

vergente. Car, prenant un autre terme quelconque t y e x de 
l'équation , fi -p-^-J- — n > g ~ * ■ , on aura nk — nh-> l 
s— t, ôc » Je H* # > / r*- » & Mais » & 4- e eft l'expofant de 
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y dans Fy** 3 Iorfque a: = A y , eft fon cxpofa it 

dans E y" x > ; par confcquent>- a plus de dimenfions dans Y >' #* 
que dans E y • ôc par conféquent , Iorfque jy eft infiniment 
p- tit, le dernier terme s'évanouit étant comparé à 1 autre. Si y 
eft infiniment grand, & \ ~ < * 3.* , alors E/.v' eft 
infiniment plus grand que F y* x k . 

Ayant trouvé, par la Méthode précédente, le premier terme 
A y" d'une fuite , fuppofant x = Ay' -+~ p, ôl fubftituant ce bi- 
nôme & fes puiflanecs à .v & fes puiflances, on a^ira une équa- 
tion pour déterminer p, fécond terme de la fuite. On pourra 
traiter cette nouvelle équation comme celle de Ôc par le moyen 
du parallelograme', on découvrira les termes qu'il faut comparer 
pour avoir la valeur approchée de p : je fuppofe que cette va- 
leur eft B / + r , alors faifant p = B v" * r 7 , l'équation 
fe transformera en une autre, par laquelle on pourra déterminer 
q troifiéme terme de la fuite : en procédant de cette manière , 
on pourra trouver autant de termes qu'on jugera à propos , qui 

donneront enfin *==A v' + B/^ + C/^^+D/ 4 " 3 ', 
&c. où les dimenfions dfe^ augmentent ou diminuent , (èlon que 
r eft pofitif ou négatif , & elles font toujours en progreflion arith- 
métique, de forte que cette valeur de x étant fubftituée dans l'é- 
quation , il arrive néceflairement qu'il y a plus d'un terme qui 
contient les mêmes puhTances de .y , qui, fe détruifant mutuelle- 
ment, font évanouir les termes de l'équation, comme cela doit 
Être. 

Il eft clair que les expofans dey dans la fuite Ay n -+- By r 

•+- C y"~ j ~ ir D/ + 3 r , &c. forment une progreflion arith- 
métique dont la différence eft r : le quarré,le cube, ou une puif- 
fance quelconque f de y , dans la même fuite , donneroit une 
progreflion arithmétique qui auroit la même différence r ; car les 
expofans feroient fn y fn-hr,fn-t-ar 9 fn-h3r, &c. c'eft 
pourquoi , fi dans un terme quelconque E y" x s on fubftituc cette 
fuite à x , les termes de la nouvelle fuite égale à Ey m x' contien- 
dront des puiflMres de y qui auront pour expofans m f n , 
m -+- fn + r, rw-f-/«-h2r,w-h/«H- ? r, ôcc. ôc par une 

femblablc fubftitution dans un autre terme comme F y* x k , les 
expofans dey deviendraient * 4-» k, c nk+r ,c-hn k -+- 2r , 

Iiij 
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e n & % r. La première fuite d'expofans doit convenir avec 
la dernière, de forte que les termes auxquels Us appartiennent 
puiflent être comparés enfemble ôc trouvés égaux avec des ft- 
gnes contraires , afin de fe détruire ôc de faire évanouir toute l'é- 
quation. 

La première fuite eft compofée des termes qui proviennent en 
ajoutant à m + s n un multiple de r , la dernière en ajoutant un 
multiple deràf-+-»fc;& afin que ces fuites tombent l'une 
dans l'autre , il faut qu'un multiple de r ajouté àw+/« foît 
. égal à un autre multiple de r. Par où l'on voit que la différence 
de m -+- / n ôc e -+- n k eft toujours un multiple de r ; ôc que 
par conséquent r eft un divifeur de la différence des dimenfions 
de y dans les termes E y m x' ôc ¥ y * , fuppofant x = A y. Il 
s'enfuit donc que r eft un divifeur commun des dimenfions de y 
dans les termes de l'équadon , lorfqu'on a fubftitué A y" pour x 
dans tous les termes. Et fi on prend r égal au plus grand com- 
mun divifeur , excepté les cas aont on parlera dans la fuite , on 
aura la véritable forme pour la fuite qui doit exprimer là valeur 

de .v. Les dimenfions f , / r , / + 2 % y 3 r , ôcc. étanr 
connues, il ne refte plus qu'à déterminer, par le calcul, les coëf- 
ficiens généraux A , B , C , D , ôcc. ôc on connoîtra la fuite 

A y -H B / + r H- C / * 1 r D / + 3 r , ôcc. = x. 

Ceci nous conduit à la Méthode générale des fuites de M. 
Newton , elle confifte à exprimer la valeur de x par une fuite 

Â>" + B/ + r + C y + 1 r -H ôcc. Nous avons donné la ma* 
niere de découvrir » & r, nous allons donner celle de connoî- 
tre les coëfliciens indéterminés; on fubftituera partout cette fuite 
pour x , ôc dans la nouvelle équation qui réfultera , on fuppofe- 
ra que la fomme des termes , qui contiennent les mêmes puiflan- 
ces de y s'évanouit : par ce moyen , on aura des équations par- 
ticulières , dont la première donnera A , la deuxième B , la troi- 
fiéme C, ôcc. ôc fubfthuant ces valeurs dans la fuite au lieu 
de A, B, C,&c.on aura une valeur de x qu'on pouffera aufiî 
loin qu'on jugera à propos. ^ 

Pour appliquer cette Méthode à un exemple , foit l'équation 
-+■ a z x — 2 -+- a y x — yî = o. Je fuppofe qu'on veuille 
trouver une fuite qui décroiffe d'autant plus promptement quej» 
eft meiadre : par les articles précédens , Ion premier terme fera a, 
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âinfi n s== b. Subftituez a pour x dans l'équation , les termes de- 
viendront ai •+• ai — 2 ai -4- a*^ — yî, Ôc les différences des 
expofans feront o , 1,2,3; dont la plus grande commune me- 
fure eft 1 , ainfi r = 1. C'eft pourquoi faites x = A -+- B y 
H- C_y l H- D^î > ôcc. 6c fubftituez cette fuite pour * dans l'é- 
quation, 6c vous aurez 

*} = A3-+- 3 A*Bj>H-3 AB 1 / -+- B3^3 -+- ôcc. 

-t- 3 A 1 C^ 1 4-3 A 1 Dyi -+- ôcc. 

+ 5ABC>3 + ôcc. 
+ fl t *=fl l +A + <i î B> + fl l Cy-H^D^s-hôcc. 
+ a)jf= dA^-H-aBj^H-aD^yî-f- ôcc. 

— 2 a* — — 2 ai 

— yi tss • . . .7 . . . 1 x yi 

Mais puifque xi -i- a 1 x -h ay x — 2 ai — yi = o , il s'en- 
fuit que la tomme de ces fuites qui renferment y , doit s'éva- 
nouir; ce qui ne peut être, fi le coefficient de chaque terme par- 
ticulier ne s'évanouit lui-même ; car chaque terme où y eft in- 
finiment petit, eft infiniment plus grand que les termes fuivans , 
de forte que fi chaque terme ne s'evanouiflbit de lui-même , l'ad- 
dition ou la fouftra£tion des termes fuivans, qui font infiniment 
moindres, ou des précédens, qui font infiniment plus grands, 
ne fçauroit le détruire ; Ôc par conféquent toute 1 équation ne 
pourroit s'évanouir : on voit donc que A3 -+- a 1 A — 2 ai =*o, 
eft une équation pour déterminer A , qui donne A. — a. 

Pour déterminer B , on fuppofera que la fomme des coëfîîciens 

de y s'évanouit, c'eft-à-dire ,jA l B + fl ! B-i-flAx)i3=o, 
ou, puifque A = a, 4. a 1 By •+- a 1 y = o , ôc B = — ^. 

Pour déterminer C , on fuppofera de même 3 A B* y x 
«-t- 3 A 1 C y x a 1 Cy z -F- a a y 1 = o , ou fubftituant les va- 
leur trouvées de A Ôc de B, * -fr» Cy* ^- = 0, 

Ôc par conféquent C = t . Et procédant de la même maniè- 
re , on trouvera D = 'j^, , de forte que x = a — ~y -h-^—y* 

a- TA 3 U y' > 

Il U) 
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107. Par cette Méthode, on peut tranfporter les fuites d'une 
quantité indéterminée à une autre , Ôc trouver des Théorèmes 
pour le retour des fuites. 

Je fuppofe l'équation x= ay -f- by"- c yï -+- dy+ -h &c. 
où on demande d'exprimer^ par une fuite compofée des puifTan- 
ces de 'x. Il eft clair que quand x eft très-petit , y l'eft auffi , & 
que pour déterminer le premier terme de la fuite, il fuffit de 

prendre x = a y ; & par conféquent y = ~- ; de forte que n = 1 . 

Subftituant ~- pour y , on trouve que les dimenfions de x fe- 
ront 1 , 2 , 3,4-, &c. de forte que r =• 1 . On peut donc pren- 
dre^ == A x -+- B x 1 -h C xî -+- D x+ } &c. & fubftituant cette 
valeur de y , on trouvera 

fl )i = a A * + 4 B * l + a C *3 + &c, 

£ y* = £ A 1 JC* -f- 2 * A B *3 ÔCC. 

c^î = c Aî *î -+- &c. 

&c. &c. 

Mais ayant déjà trouvé que le premier terme eft — -, on aura 

A — ; & puifque a B + b A* =5 o , donc B = De 

même on trouvera C = 1 - ~ a c ; donc y — — JT**" 

* ° C * 3 + & c * J e fuppofe enfuite a # -H £ a 1 r xi 
d x+ , &c. = £ y -+- h y z ■+• i yi k y* , &c; où il s'agit 
de trouver x exprimé par des puuTances dey. Le premief terme 
de la luite fera , de forte que n = 1, r = 1. C'eft pour- 
quoi prenez x = Ay-hBy z -i- Cyî , -+- &c. & fubftituant cette 
valeur pour x , ôc mettant tous les termes d'un côté , on aura 

ax = a A y -\- a By* -+- a Cy* H- &c. 
b x 1 = £ Ay 1 + a £ A By* -+- ôcc. 
r *3 = f Aî >î &c. 

&c. Ôcc. 
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—gy =—gy 

— h y = h y* 

— 1^== • — iy* 

ôcc. ôcc. 
Par où l'on trouve, i°. a A = g, ôc A = 2°.<»B + £ A» 

— A=o,ôcB = -* 3°. *C-4-2*AB-*-rAî 

— * = o , ôc C = — — Ainlt on connoit 

CL 

les trois premiers termes de la fuite Ay ■+■ By l + Cj'î, ôcc. 

108. Lorfque le premier terme de la fuite qui exprime la va- 
leur de x a deux ou plufieurs valeurs égales , la règle précéden- 
te a befoin d'une correction pour déterminer la valeur de r. 

Il faut donc obferver alors que pour que cette fuite A y 

•+■ B/ + r + C/ + ir + D/ + 3 r , ôcc. puifle exprimer 
la valeur de *, il eft néceflaire , i°. que l'ayant fubftitué dans 

l'équation propofée D y 1 E y m x* -h F y x k — o, les expo- 
fans w+n/,»jH-»/+r,ro4-»/+2r, ôcc. tombent 
dans les expofans e H- n *, f+ni + r,; + + 2r, 
&c. afin que les termes puifTcnt être comparés pour déterminer 
les coëfficiens A , B , C , ôcc. 2°. Que dans les équations par- 
ticulières qui déterminent ces coëfficiens, par exemple B., les 
termes qui contiennent B ne fe détruifent pas l'un l'autre. Ainfï 
l'équation 3 A* B — j A l B — aA=o ne fçauroit déterminer 
B , parce que } A'B — 3 A 1 B = o , ôc ainfi B fe détruit lui- 
jnême ; outre la contradiction qui réfulte de ce que — ûA = o, 
lorfque peut être on a déjà trouvé A égal à quelque quantité 
réelle. 

iop. Pour éviter cette abfurdité, fuppofons que le premier or- 
dre des termes de 1 équation propofée eft, comme ci -devant, 
Dy,Ej'\v',&c. 

Si A/e(l le premier terme de la fuite qui exprime x ; Ôc que 
l'en ful.fitue dans ces termes A y" pour x, les dimenfions de y; 
dans Ici termes ré'ultans, feront m nf, ôc ft on fubftitué pour 

* un plus grand nombre de termes A y* \%y n ~*' r -±-Cy n "*~ 1 r , 
ôcc. les dimenfions de y feront m nf,m -h nf-+-r, 
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m w/-+- 2 r, &c. je fuppofe que F/x* eft le deuxième 
ordre de termes, les dimenfions de y dans les termes qui reTul- 
teront de la même fubftitution feront f -H » *> « -+-»* 
+ r,f + »)t + 2r,6cc. parce que F y ** = F y 

. . k 

xA/+B) T +C) ôcc. = / A y 

-h * F B A* ~~ 1 / + " k + r , &c. Or , il eft évident qu'il faut 
que e- -h » foit égal à quelqu'un des termes m -h n J* 9 
m _t- n f-\-r> m-\-n s -+- 2 r, Ôcc. afin que ces termes égaux 
puiflent être comparés , & par conféquent il faut que r foit la 
différence de *-t-»fe,ôcm-t-«x,ou Quelque divifeur de 
cette différence. En général, r doit Être un divifeur de cette dif- 
férence , tel que e H- n k puiffe être égal à quelqu'un des ter- 
mes m -+- n s , m -h n s -\- r , m+n^+ar, ôcc. Ôc de 
plus , que chacun des termes oui fuivent e -h n k puiffe être 
égal à quelqu'un des termes de la fuite m -4- n s , ôcc. de forte 
que fi G y a 7 ' eft un autre terme de l'équation, il faut prendre r 
tel que la fuite A -f- r , » A -f- 2-r, ôcc' 

qui réfulte de la fubftitution de A y" •+• B y" r , ôcc. pour * , 
puiffe tomber quelque part dans la fuite m -+- n f , m •+• nf-\~r , 
m -K n f -h 2 r , ôcc ; c'eft pourquoi nous avons dit qu'on de- 
devoit prendre r égal à quelque divifeur commun des différen- 
ces des expofans m -+- n f, e n k , f '-+- n h , Ôcc. qui réfulte 
de l'équation propofée en y fubftituant "A y pour x. Car prenant 
r égal à un commun divifeur de ces différences, ces trois fuites 

m-hns ,m-+-ns + r , m-\- »*■+■ 2r, + » i-H 3 r, ôcc. 

/-h» wA-+-r,/-H» A-H2r,/-h«A-H3 r, Ôcc. 

tomberont l'une dans l'autre , puifque quelques multiples de r 
ajoutés h m -+- n f donnent e -+- n k & tous les termes fuivans de 
la deuxième fuite, ôc quelques multiples de r ajoutés à m -+- » * 
donnent aufli / w A ôc tous les termes fuivans de la troifiéme 
fuite. 11 n'eft pas moins évident qu'on doit prendre r égal au plus 
grand commun divifeur de ces différences, s'il n'y a pas quelque 
raifon particulière qui l'empêche , par exemple , fi les expofans 
m-*~nf 9 c + n k., f -h n h font en progreffion arithmétique, 
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il faut prendre r égal à la différence commune de ces termes ; 
6c le premier terme de la deuxième fuite fera égal au deuxième 
de la première , ôc le premier de la troifiéme fera égal au deuxiè- 
me de la deuxième fuite ôc au troifiéme de la première , ôc ainfi 
de fuite. 

Ceci bien entendu ôc fuppofé , on> obfervera qu'après avoir fub- 

ftitué A/ + B/ + r + Cy" * x 1 , ôcc. pour x dans le pre- 
mier ordre des termes de l'équation, il arrivera que tous les ter- 
mes qui renferment^ élevé à la puiflance m n s fe détruiront; 
car x — A y n fera un divifeur de la fomme de ces termes, 
puifqu'ils donnent h y» pour une valeur de x : repréfentant 

cette fomme par x — A y '' x P , & fubftituant à * fa valeur 

A/ + B/" f ' r -4- C ôcc. c ette fomme devient 

A^H-B/^^C/^^^c.-ArxP^B/^-hC/"^^, 
&c. x P. Mais on fuppofe que m n s eft l'expofant de la moin- 
dre puiflance dans * — A y" x P , par conféquent l'expofant 
de p , dans les mêmes termes , fera /»•+-»* — »,&la 

moindre puiflance dans B/ + r + C/ + ïr , ôcc. x P 
fera n+r + w + b j — n = m -h n s -\- r. 

Suppofons enfuite qu'il y a deux valeurs égales entre celles 
de x qu'on a déterminées par le premier ordre des termes , alors 

x — A y' fera un divifeur de cette fomme du premier or- 

» 

dre de termes. Je fuppofe que cette fomme eft x — A_y B ' x P, 
fi pour x on y fubftitue Af + 8/" f " r - t- C / **" ir , &c. 

elle deviendra B/ 4 ""' -î- C/"*" 1 r , &c. I" x P où le ter- 
me le moins élevé aura pour expofant m -t- n s , puifqu on 
a fuppofé le môme expofant au terme le moins élevé de 

x — Ayl x P; & par conféquent, dans ces termes, p lui- 
même a pour expofant m ■+- n s — 2 h. 

En général , foit p le nombre des valeurs «de x qu'on fuppofe 

égales à A y", on aura x — Ayl'pour un divifeur de la fom- 
me des termes du premier ordre , ôc fi on exprime cette forn* 

Iv k 
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me par x — A y» 1 x P dans ta moindres termes , les dimen- 

fions de y dans P feront m •+• » * — /> n , ôc dans * — Ay > 
elles feront w + bj, comme nous l'avons toujours fuppofé. 

Dans la quantité * — A y ' x P fubftituez pour x — A y* 

fa val e ur B / **" r h- C y 9 * 1 r , ôcc, ôc dans le réfultat 

B/~ hr -+- C>""*" ir , ôcc. l'x P, les moindres dimen- 
fions de y feront p n -\-pr -+> m -+-n s — p n = m ns + pr. 

On peut conclure que lorfque dans le premier ordre des ter- 
mes de l'équation propofée , on a fubftitué à x la fuite A y" 

-4- B y" r , &c. dont le premier terme A y eft connu , ôc 
qu'on a trouvé un nombre p de valeurs de x égales entre-elles , 
les termes ré fultans qui renferment m » j , mH-wj-hr, 
m *+■ n s -h 2 r , ôcc. jufqu'à /w-+-»j-t-^r,fe détruifenc 
les uns les autres ; de forte que le premier terme , avec lequel 
on peut comparer ceux du deuxième ordre e ■+• n k , fera celui 
qui renfermera m n s p r ; ôc par conféquent fuppofant 

e -\- n k = m -H ns p r , ou r = ~ m ~" H .,L ? l a pl us 

forte valeur qu'on pourra donner à r fera la différence de e nk 
ôc m -+- w s divifée par p , qui défigne le nombre des valeurs 
égales du premier terme de la fuite. Si cette valeur de r eft 
une commune mefure de toutes les différences des expofans , 
elle eft la véritable valeur de r ; mais fi cela n'eft pas , il faudra 
en prendre une autre valeur qui puiffe mefurer celle-ci ôc toutes 
les différences : c'eft-à-dire, u»e valeur qui foit la plus grande 
commune mefure entre la moindre différence divifée par p , qui eft 

e „k — m — » , & j e divifeur commun de toutes les dif- 
P 

férences. Car , de cette manière , les expofans m -h n s , 
m H- »i + r, m -h m + ar, Ôcc. tomberont dans les 
expofans e ■+- n k , e n k r > e H- n k a r , ôcc. ôc 
dans / -f- n A , /"-t- » A -H r , / H- » ^ -H 2 r, ôcc. ôc on 
aura toujours fufmamment de termes à comparer pour déter- 
miner B , C , D , £cc. coëfficicns généraux de la fuite qui ex- 
prime la valeur de x. 

On peut ajouter à tout ce que nous avons dit , que fi 
K — Ay n eft un divifeur de la fomme des ternies du fécond 
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ordre F y x* , ôcc. alors fubftituant pour * la fuite A y» 

+ B/ + r -hCy ■*■ tr -H ôcc. on fait évanouir non-feule- 
ment autant de termes de la fuite qui renferment » + »f, 
w + »i + r,« + 8j + 2 r, &c. qu'il y a de valeurs éga- 
les du premier terme A/; mais encore les termes où y a 
pour expofant f + »^ & par conféquent il fuffit alors que 
f -H ni -h r foit égal à w H- ni + />r, de forte que , 

dans ce cas , on prend r = - "* 1_7 ~" " . Et fi 

* — Ay' P eft un divifeur de la fomme du fécond 
ordre de termes, alors, après avoir fubftitué pour x la fuite 
A y" -+- B / + r , ôcc. les termes qui renferment r--h u k, 
e -+• nk -h r , e -\- nk ■+• 2 r , Ôcc. deviendront p » £ 

4- /> — i x r, de forte que, fuppofant e -h n k -h p — i 
x r = m H- n s -+- p r , on aura r — e -h n k — m — n s, 

c'eft-à-dirc , égal à la moindre différence des expofans m n s , 
e-hnk,f-hnh, ôcc. pourvu que cette différence foit un 
divifeur des autres différences; quoique le premier terme de la 
fuite ait autant de valeurs égales qu'il y a d'unités dans p. Si 
cela n'arrive pas, il faudra prendre r, comme ci- devant, égal à 
la plus grande commune mefure des différences. 

Je fuppofe que le premier ordre des termes de l'équation 
foit exprimé par x — A/''x P, le fécond par.v — A/' 1 x Q, 

le troifiéme , par x — Ay 1 x L ; ôc que Ey x' eft un terme 
du premier ordre , F y* un du fécond , Gy f x 1, un du troifiéme, 
ôc ainfi de fuite : il eft clair que fi on fubftitué pour x la fuite 

A y" -h B/ " 4 " C / + ir , ôcc. le moindre expofant de 
y, qui reftera dans le premier ordre* fera m + nj ■+» p r, le 
moindre du fécond ordre fera f-+-wit-H^r,ôcle moindre 
du troifiéme / -h n h -+- / r. Car , par le même raifonnement 
que nous avons employé pour démontrer que dans le premier 

ordre de termes * — A y x P , le moindre cxpofànt de y 

eft m -+• » 5 -h p r , nous trouverons ici que dans les ordres 

K k ij 
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V 



fuivans * — A y 1 ' x Q = B y + r C/ + * r , &c. 1 
x Q , fon moindre expofant eft ? •+• w * — fn-t-^n-t-^r 
+ »k + f r> & de même dans le troiliéme ordre 

x — A_y"' x L, le moindre expofant eft / n h •+■ / r. 
C eft pourquoi les expofans des termes qui ne fe détruifent 
point font m-h»J-H/>r7*-*-»*-Hfr,/-t-»A-H/r.' 

& par conféquent fi on prend r = — " f ~ ™ * * > on 

aura w + b i + p r = ? -H nk ! 4 r ; 6c fi, *en môme 
temps, r eft un divifeur de /" -+- — m — ns qui donne 
un quotient plus grand que p — /, ou fi r eft moindre que* 

jL±_-l_ -^--- , la valeur de r fera bien prife. En général, 
prenez tous les quouens , - ■ f , 

fie le moindre d'entre eux , ou un nombre dont le dénomina- 
teur furpafle p <— q par un nombre entier , ôc mefure en mê- 
me-temps toutes les différences / «+- w A — m — m, don- 
nera la valeur convenable de r , en fuppofant que p., q & / 
font des nombres entiers; mais fi ces dernières quantités font 

des fractions, il faudra prendre r = e "** n f *_~ £ ~ " ' 
== L± " p fc __7^ M ~ , de forte que K & M foient des 
entiers. Je fuppofe , par exemple , m -H n s — f, p = -f ; 
e n £ = ^j- y q = 7 / / ■+■ B A = 7 , ôc / — 7 •' alors f ' airant 

« + » i — m — n s 1 f -4- n h — »» — — n r 

|» _ ' _______ — —a ; ' 

p — <J K i-t-K |> — i -H M 

= - ^ M ~ ; M = ~ -f- Y* K ; il eft aifé d'appercevoir que 

j & 1 1 font les moindres nombres entiers qu'on puiffe prendre 

pour K & M ; & que r =* ; ~ g = 7 J & par conféquent 

r W + «j-+-/>r-= T7 , r H- n * f r.= fi, IBc /" -+* w * 
-h / r — f£ ; de forte que les termes de la première fuite , . 

qui ont pour dimenfions m-H»^-+-^-+-Kx r, m -H w ; 

+ |) + M x tombent dans les premiers termes de 1a fé- 
conde & de la troifiéine fuite refpedtivement. . 
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CHAPITRE XIII. 

Des racines impaffibles d'une Equation. 

ON peut découvrir la plus grande partie des racines impoflî- 
ble, par le moyen de la régie f'uivante, donnée par M. 
Newton. 

Règle. 

■ 

no. Ecrivez une fuite de fractions qui ayent pour dénominateurs 
la progreflion 1,2,3,4,?, &c « continuée jufqu'au nombre qui 
exprime le degré de l'équation , & pour numérateurs les déno- 
minateurs pris dans un ordre renverfé. Divifez chaque fraction de 
la fuite, par celle qui la précède, & placez les quotiens de fuite 
au-deflus de tous les termes de l'équation, excepté le premier 
& le dernier. Si le quarré d'un terme, multiplié parla fraclica 
oui eft au-deflus , donne un produit plus grand que le rectangle 
des deux termes adjacens, écriyez le figne -+- au-deifous de ce 
terme, ôc s'il n'eft pas plus grand , écrivez -y le figne — ; & 
toujours le figne -h fous les deux extrêmes : il y aura autant de ra- 
cines imaginaires que de changemens de lignes de -+- en — , 
& de — en -+-. Soit propofée l'équation xi -+- p x 1 -+- 3 p 1 x 
— q — o , la fuite de fractions eft |, f , -f , je divife la deuxiè- 
me par la première , & la troifiéme par la deuxième , & je place 
les quotiens } & \ fur les termes du milieu , de cette manière : 



L L 
1 J 



*J H- p x 1 -4- 3 p'- x — - q =2 o 
■+• — 4- -H 

& parce que £ x p % * 4 , qui eft le quarré du fécond terme mul- 
tiplié par la fraction qui eft au-deflus, eft moindre que 3 p 1 #+, 
rectangle du premier terme par le troifiéme; je place le figne — 
fous le fécond terme : mais comme f x 9 p* x 1 = 3 p* x* , 
quarré du troifiéme terme, multiplié par fa fraction, eft plus 
grand que rien , ô; par cooféquent beaucoup plus grand que. 

Kkiij, 
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— pqx x t produit négatif des termes adjacens , je mets le figne •+• 
fous le treifiéme terme. Enfin , j'écris le figne «+■ fous xi ôt 
fous — q , premier ôc dernier terme ; trouvant alors deux chan- 
gemens de lignes, un de -+- en — , ôc l'autre de — en 
je conclus que l'équation a deux racines impolîibles. 
Je vois de même que l'équation 

î ï 

a-3 — 4 x 1 4. x — 6 = o 

en a deux impoflibles : j'en trouve le même nombre dans l'é- 
quation du quatrième degré 

i * * 

x* * — 6 x i — 5 * — 2=0 

Car , divifant les frayions ± , |, ~ 9 ~ , comme le preferit la 
règle, on trouve les fractions |, ^, | qui doivent être placées 
au-deflus des termes. Alors le quarré du fécond ferme , multi- 
plié par fa fraction , c'eft-à-dire o x g-, eft encore plus grand 
que le produit négatif — 6 x 6 } c'eft pourquoi j'écris le figne -4- 
fous le terme qui manque , & continuant l'opération , comme 
ci- devant, je trouve que l'équation a deux racines impoflibles. 
• Lorfque deux ou plufieurs termes manquent dans une équa- 
tion , mettez le figne — fous le premier des termes qui man- 
quent, le figne -H fous le fécond , le figne — fur le troifiéme , 
ôc ainfi alternativement ; feulement lorfque le terme qui pré- 
cède ôc celui qui fuit les termes qui manquent ont des fi- 
gnes contraires , on mettra toujours le figne -+- fous le dernier. 
Par là on trouvera que l'équation 

xi a x* * * * •+> at s= o 



2 quatre racines impoflibles ; ôc on n'en trouvera que deux dans 

#* H- <a *♦ * i * * — a* = o 
rh -h es 4- ?fc 
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Enfin on trouvera fix racines impoflibles dans l'équation 

± L i I L A 

7 9 S 5 9 7 

x? — 2 x 6 •+■ 3 x* — 2 x* -H xï * * — 3 = 0 

in. Par là on peut aufli découvrir fi les racines imaginaires 
font du nombre des pofitives , ou des négatives. Car les fignes 
des termes qui font au-deflus des changemens des fignes in- 
férieurs, font voir par Je nombre de leurs variations combien il y 
a de racines pofitives entre les imaginaires ; & par leur répétition , 
ils font voir combien il y en a de négatives. Ainli dans l'équation 

a* — 4 *♦ H- 4 x* — ix- — ? x — 4 = 0 



F 

le 



les fignes — , -4- , — des nrmes — <f *+ H- 4** — 2 x* 

qui font au-deflus des fignes H h , indiquant deux racines 

pofitives, on conclut qu'il y a deux racines imaginaires entre 
es pofitives : ôc les trois changemens de fignes de l'équation 

H 1 marquant trois racines pofitives Ôc deux 

négatives , il y aura une racine pofuive & deux négatives qui 
feront réelles , ôc deux pofitives qui feront imaginaires. Si l'é- 
quation avoit été 

X* — 4 x* — 4 xi — 2 x 1 — 5: x — 4 = 0 

-h -i- — - •+• — 

les termes — 4 a? 4 — 4 x3 qui font au-deflus du premier change- 
ment -+- — , font voir, par la répétition du figne — , qu^J y 
a une racine imaginaire négative , ôc les termes — 2 x 1 — y x 

qui font au- défais du dernier changement \-> dénotent, par 

la même raifon, une autre racine imaginaire négative; de forte 

que les fignes de l'équation h donnant une 

feule racine pofitive , on peut conclurre qu'il y a deux racines ima- 
ginaires entre les quatre négatives. 

112. La démonftration de cette règle dépend- de ce qu'on a 
déjà vu au fujet.des limites des racines des équations. Soit l'é- 
quation du deuxième degré a x z +r p x ±z. q = o ; fes racines 

feront -~- x ±l p ±r. p 1 +r 4 a q : ce qui fait voir que fi ' 
q avoit le figne + dans l'équation^ les racines font impoffibles 
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toutes les fois que 4 a q > p l , ou 7 p x < a q. On a fait voir , 

en général , que les racines de l'équation «" — A *" 1 
-f- B x" ~~ 1 — C *" — 3 , &c. = o , font les limites des ra- 
cines de l'équation n x" 1 — n — 1 x A x n ~~~ 1 ■+• n — 2 

x B *" ' , ôcc. — o , ou de toute autre équation qui en 
feroit déduite, en multipliant fes termes par une progreîÏÏon 
arithmétique quelconque , / d , / 2 d , / ±l j &c. 
& réciproquement les racines de cette nouvelle équation font 
les limites des racines de la propoféc. 

On a vù aum que fi quelques-unes des racines de l'équation 
des limites font impoflibies , quelques-unes des racines de l'é- 
quation propofée font impoifibles. 

Soit l'équation du troisième degré atî — A x* •+- B x — C = o, 
& léquation des limites 5 x 1 — 2 A x -+- B = o. Si deux ra- 
cines de cette dernière équation font imaginaires , deux de 
l'équation propofée le font aufli , par le dernier article : mais , 
par le précédent, cela doit arriver toutes les fois que ~ A 1 eft 
moindre que B; donc, dans ce cas, l'équation donnée a deux 
racines imaginaires. 

Si on multiplie les termes de l'équation par ceux de cette 
progreflion o, — 1, — 2, — 5, on a une autre équation 
de limites A jc 1 — 2 B x -+- 3 C — o » dont deux racines , Ôc 
par conféquent deux de la propofée font imaginaires quand 
~ B 1 eft moindre que A x C. 

L'équation du quatrième degré — A x3 + B x z — C x 
+ D = o aura deux racines imaginaires, fi deux racines de !é- 
quetton 4*3 — 3 A x 1 -t- 2 B x — C = o, ou deux de l'équa- 
tion A a-* — 2 B x* î C .t — 4 D = o font imaginaires. 
Mais deux racines de l équation 4 .vî — 3 A x 1 2 B x — C = o 
font imaginaires, lorfqu'il y en a deux imaginaires dans l'équa- 
tion 6 x* — — 3 Ax+B=so,ou dans } A * 1 — 4Bx-+-jC = o, 

f>afce que les racines de ces deux dernières équations font les 
imites de celles de l'équation cubique précédente ; par la même 
raifon , il y a deux racines imaginaires dans l'équation cubique 
A.v3 — 2B* 1 -+- 3 C* — 4D — o, lorfqu'il y en a deux 
dans } A x 1 — 4 B x -H ? C = o , ou dans Bx 1 — 1 C x 
-h 6 D = o. Par conféquent il y a deux racines imaginaires 
dans l'équation du quatrième degré x* — A .vî -+- B .y 1 — C * 
-4- D o , lorfqu'il y en * deux dans quelqu'une des trois 

équations 
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équations fuivantes du fécond degré 6 x 1 — ; A ,v + B = o , 
3 A A* 1 — |Bx + jC = o, B* l -3C*-+6D = o ; 
cVft-à-dire , lorfque * A* < B , * B* < A C , ou f C* < B D. 

En procédant de cette manière , on pourra déduire d'une équa- 
tion quelconque *" — A x* 1 -f- B x" ~ 1 — C *" ~~ 3 , 
&c, C = o, autant déquations du fécond degré qu'il y a de 
termes , excepté le premier ôc le dernier , & les racines des équa- 
tions déduites feront toutes téelles , fi l'équation propofée n'en 
avoit point d'imaginaires. Les équations du fécond degré qu'on 

déduira des trois premiers termes x* — A xjf* 1 *+- B x" ~ * 

auront cette forme, » x » — i x » a x » — j , &c. 

x* 1 — » — ï x » — a x » — 3 x n — . 4 , ôcc. 

x A*H-» — a x » — 3 x» — 4 x » — y, ôcc. xB=o , 
continuant les fadeurs dans chaque terme, jufqu'à ce qu'on 
«n ait autant qu'il y a d'unités dans n — 2. Alors divifant l'é- 
quation par tous les facteurs » — a , » — 3 , » ~ 4 , ôcc. qui 

fe trouvent dans chaque coefficient , elle deviendra » x n — 1 

x x* — n — ikîAx + îxi x B = o , dont les racine* 

font imaginaires , lorfque » x w — 1 x a x 4 B furpaflfe 

n — x 4 A 1 , ou lorfque B furpafTe * - A» : de forte 

<jue l'équation propofée aura des racines imaginaires lorfque B 

furpaffe ■ " ~ 1 A 1 . De même , l'équation du fécond degré , 

déduite des trois premiers termes de Inéquation A x 9 *~ 1 

— a B *" ~~ 1 -h 3 C *" "~ 3 , ôcc = o , aura cette forme , 

» — ix» — 2 x n — 3 , ôcc.x A t** ^— « — a x » — 3 

x n — 4 , &c. xaBx-4-» — j x» — 4 x » — j , ôcc. 
x 3 C = o ; qui , divifée par les facteurs communs à tous les 

tennes, fe réduit à « — i x « — a x A** — » — a 
+ 6 C = o , dont les racines font imaginaires quand 
f x * ~ , ^ eft moindre que A C ; & pat conféquent , 
dans ce cas, l'équation propofée a des racines imaginaires. 

En général, foient Dx n ~~ r * f w f r*-F ** ~ r ~ 1 



Digitized by Google 



2.66 Traite' d'Algèbre. 

trois termes confécutifs quelconques de l'équation *" — A*" 1 

-4- B ~" 1 , &c. = o ; multipliez les termes de cette équa- 
tion, premièrement , par la progreflion »,» — i , n — 2 , ôcc. 
enfuite par la progreflion » — ■ 1 , n — 2 , » — 3 , ôcc. enfuite 
par n — 2 , n — j , » — 4 , &c. ôc ainfi de fuite , par autant 
progreflions qu'il y a d'unités dans n — r — 1 : alors multi- 
pliez les termes de l'équation réfultante par la progreflion 0,1, 
2 , 3 , & autant de fois qu'il y a d'unités dans r — 1 , vous 
parviendrez enfin à une équation du fécond degré qui aura cette 

forme n — r -+- r*x n — r x n — r — 1 x » — r — 2, 
&c. x r — 1 x r — 2xr — 3 x r — 4 , ôcc. x D x z 
— n — r x n — r — 1 x n — r — 2 x w — r — 3 , ôcc 
xrxr — 1 x r — a x r — 3 > ôcc. x E * 
-H» — r — 1 x n — r — 2 x « — r — 3 x» — r — 4, ôcc, 
xr-f-i xrxr— 1 xr — 2, ôcc. x F = o : 
ôc divifant par les fa£leurs n — r — 1 ^ r — r — 2, ôcc* 
ôc r — 1 , r — 2 , ôcc. qui fe trouvent dans chaque coeffi- 
cient , cette équation fe réduit an— • r -+- ixn — rx2 
xixD* 1 — »-rx2xrX2Ex + ax 1 x r H- 1 xr F— o , 
dont les racines font imaginaires , lorfque n t x 7—77- 

x E 1 eft moindre que D F. D'où il fuit évidemment que fi on 
divife chaque terme de cette fuite de fractions — , " 1 , 

±=±, «ce. f=f , u'eft, dis-je, 

évident que fi on divife chaque terme par le précédent , ôc 
qu'on place les quotiens au-deflus des termes de l'équation x" 

• A x n 1 B *" 1 — C x M 3 , ôcc. = o , en com- 
mentant par le fécond : alors , fi le quarré d'un terme multi- 
plie par la fraction qui eft au-deflus fe trouve moindre que le 
produit des deux termes adjacens , il y aura des racines imagi- 
naires dans l'équation. 

113. Cependant une équation peut avoir des racines imagi- 
naires, quoiqu'on n'en puiffe découvrir aucune par cette Me 5 - 
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thode : car, quoique les racines réelles de l'équation propoféc 
en donnent toujours de réelles dans l'équation ries limites , il ne 
s'enfuit pas que les racines réelles de l'équation des limites 
prouvent la realité de celles de l'équation propofée. Soit , par 
exemple, l'équation du troiftéme degré 

*3 — 2 m ^ •+■ ni 1 ) 

t* x x 1 f 

— q ) —H 2 q m ? x x — q x m 1 -+- n = o 

n ) 

elle a deux racines imaginaires, m -+- V — « , m — V— n » la 
troifiéme -+- q eft réelle : mais l'équation des limites eft i x~ 

— 4 m -h 2 <7 x x 1 -f- m 1 -+-2qm-+-m=o, dont toutes 

les racines font réelles fi m — q furpa fie 3 n. Si on cherche 
une autre équation de limites en multipliant par la progreffion 

o, — i , — 2, — 5, qui fera 2 m-ï-qx. x z — 2Xff) ! + 2f« + B 

x .v-+- 3^xm i -+-» = o; elle aura fes racines réelles toutes 

les fois que m z ■+- 2 q m -+- n ' furpaffera 2 m •+■ q x 3 q 

x m 1 -4- w. On peut dire la môme chofe des équations plus 
élevés. 

1 1 4. On peut donner une autre raifon pour laquelle cette 
règle, & vrai-femblement toutes celles qui dépendent de la 
comparaifon du quarré d'un terme 6c du rectangle des termes 
adjacens , manque quelquefois de découvrir les racines impof- 
libles; c'eft que le nombre de ces comparaifons étant tou- 
jours moindre de l'unité que celui des quantités q, m, », Ôcc. 
dans l'équation générale , elles ne peuvent renfermer 6c fixer les 
rapports de ces quantités , dont dépend le rapport de plus gran- 
de ou de moindre inégalité de ces quarrés 6c de ces rectangles : 
de môme qu'on ne peut donner une folution déterminée d'un 
Problême où le nombre des inconnues furpalTe celui des équa- 
tions, 

■ 
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CHAPITRE/XIV., 

Démonftratson générale de la règle de Nerton , pour trou- 
ver les fommes des puijfances des racines dune équation.. 

uf-SoiTl'équation x — axx — bxx — cxx — </,ôcc, = o, ou< 
*• — A* -t-B* — C x ( _ Q 

-h? - + M ) 

On fcait que A =<i + i +f + 4 + &c. B = a * ■+■ a c. 
•+- a d -h b c -h bd-frcd, ôcc. C =* a.bc -+r a bà £ c 
D sas ab c d s &c. les termes des coëfficiens A , B , C , D , 
&c. ayant i,a, 3, 4, &c. dimennons , c'eft - à - dire , autant, 
qu'il y a de termes qui les précèdent dans l'équation. 

Premier Gu, 

\\6. Soit r un expofant égal à », ou plus grandi fi on. mul- 
tiplie l'équation par x r ~~ * , & qu'on fubllitue fucceflivement 
4j b , e , d, &c. pour #, on. aura 

* r — Aa ~~ 1 -H B / 1 — C / ~" 3 • • ? Q 

p Ha"*"*" + M/""".... • O 

g _ Ab r ~~ 1 + B^^ 1 - C* r ~ 3 

r« H b f — 1 ^Mi r "'" •••) 

e* — kc ' + B / _1 - G r* 3 ) 

r T / ■ + • , M /» f " 

- ^ ? 
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De-là,par tranfpofition & addition , on déduira le Théorème fuivant : 

La fomme des puiflances des racines , dont l'expofant eft r , 
eft égale à la fomme de leur? puiflances dont l'exposant eft r — 1 
multipliée par A , moins la lomme des puiflances dont l'expo- 
fant eft r — 2 multipliée par B , plus celle des puiflances qui 
ont pour expofant r — 3 multipliée par C , & ainfi de fuite. 

Il refte à trouver les fommes des puiflances des racines , lorf- 
que les expofans font moindres que n, expofant de l'équation. 

Deuxième Cas. 

117. Si H eft le coefficient d'une équation qui ait pour expo- 
fant r < n ; c'eft-à-dire , fi on prend H de manière que le nom- 
bre des termes qui le précèdent dans l'équation foit égal à r, 
ou que le nombre des facteurs de ces parties a b c d e f g h , 
a b c d e f f i , &c. foit égal à r, alors on pourra exprimer le 
Théorème ae la manière fui vante : 



a* + b v C -h d r ,Mc. = 




Il eft facile de démontrer le cas où r = n — 1 ; car , divifant l'é- 
quation par .v , on aura 

x"-'-Ax* - * + B»"'- J . — L -H = o 

donc 

a"~' - ka"— * + B a"~ • -L+ y — o 

*«-'_AA"-* + Bi"-» -L + A = 0 

&c 

liliij 



270 Traite' d'Algèbre; 

ôc (parce que L = -j- -H -7- ■+- ~- 4- -J- -h ôcc.) on trouvera 



» — 4 



a«-»_f-J ,, ~ I 4-c , '- , -Hôcc.=< >xA >xB >xC..v 

«"M "-3/ i r n ~*> 

]-¥• c L — c l +f 
-h ôcc. } — ôcc ) ôcc. 



t • 



-+- n — i x L 

Lorfque r—n — 2 , on déduit la démonftration de l'équation 

à 1 -h b 1 -+• c l -H d l -+- Ôcc. = A s — 2 B. Car, transformez l'é- 
quation donnée 

* • 

X ._A* -+-B* -C* •••^ = 0 dans équation 
;. .— + - L * H- M 

n L » — 1 . K n — a I » — 3 
Z ~~ M 2 M ~~~ M 

> = 0 

Les racines f, v, Ôcc. de cette nouvelle équation, feront 
xefpe£livemcnt égales à ~ , -j- , — - , -4- , ôcc. qui font des quan- 
tités réciproques des racines de l'équation propofée. 

Divifez cnfuite l'équation propofée par .y 1 , ôc dans le quotient 
Mubflituez pour x les racines a y b,c, d, ôcc. fucceflivement , Ôc 
vous aurez 



4? ~~ 1 — A a n ~~ 3 + B a" ~ 4 — C a" ~~~ s 

i — la + Z. — -j-F-jÊ 

^ — * — A b* — 5 H- B ~" 4 — Ç 
J b ± K - -L 4-^ 



1 ■ * ' > 
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— If + K |f- 

ôcc. 



M 



i7»: 
=0 



Ajoutez enfemble toutes ces équations , fie pour » — 2 fùbfti^ 
tuez fa valeur r , & vous trouverez 







- 


>x A 






-h ôcc. — ôcc. 


I ôcc. 



X B« • • • • 3 



J». • • • I 



a 

b 
c 

ôcc. 



Mx 



Mais j 1 -H r* •+• v- , Ôcc. 

tipliant ôc en tranfpofant ) 



2K w x L + M 




4^- : donc (en mul; 



■+? ÔCC. 



= 0 



laquelle équation étant fouitake de la précédente , on aura pour 
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a ' 




■4* ** — 


*'-•( 


>x A 




r — i [ 
r 


-H / 


ôtc — 


ÔCC. 


I ôcc. 



x B 



— ôcc.J 



xI + rxK=o. Ce qtiil falloit démontrer* 



Mais pour en donner une démonftration générale , je ferai ufa- 
ge du Lemme fuivant. 

1 18. Si A eft un coefficient du premier degré , ou le coeffi- 
cient du fécond terme dune équation, G un autre coefficient 
quelconque , ôc H le coefficient fuivant ; de forte que la diffé- 
rence des puiffances de G Ôc A foit r — a : & fi A' x G' re- 

{>réfente la fomme de tous les termes du produit A x G dans 
efqueiles fe trouve le quar-ré d'une racine, comme a x , b 1 9 
ou c l y ôccj on aura 

A'x G'= A G — r KL 

Soit le coefficient cfun terme de l'équation , comme D 
t=abcd-+-abce-+- a b c j , ôcc. •+• b c d e -4- b c d / , ôcc, 
multipliez- le parA = «-4-£-+-c-*-</, ôcc. ôc dans le pro- 
duit A x D , mettant à part tous les termes A 7 x D' dans les- 
quels fe trouve a 1 , b x , c x , ôcc. chacun des termes reftans fera 
répété aufli fouvent qu'il y a de fa&eurs dans le coefficient fui- 
vant E. Ainfi îe terme abc de fera répété cinq fois: parce qu'il 
eft le produit des cinq racines ( ou cinq fadeurs deA)a i b,c i d,c 9 
multipliés par les quatre fadeurs de D : on peut dire la même 
chofe -de tout autre terme, comme abc df \ bedef, ôcc. cha- 
cun defquels fe trouvera cinq fois dans le produit A x D. Or, 
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la Tomme 3é ces termes ab c de •+• a b cdf 9 Se. Formant te 
coefficient E , il s'enfuit que AxD — A' x D'= jE, ou 
A'xD' = AD — f E : ce qui a lieu dans deux autres coëf- 
ficiens quelconques G , H dont l'un a pour expofant r & l'autre 
r — i. 

Pour appliquer ceci à notre fujet , il faut obferver que dans 
chacun des coëfficiens A, B, C , D, &c. excepté le dernier M, 
oui eft le produit de toutes les racines a, b 9 c 9 d, &c. on peut 
diftinguer deux parties, dans une defquelles chaque racine par- 
ticulière | comme a , fe trouve contenue , ôc qu'elle ne fe trouve 
point dans l'autre partie du même coefficient. Si donc , pour abré- 
ger, on défigne la partie où fe trouve cette racine a, en y ajou- 
tant à la place de 1 expolànt cette racine avec fon figne précédé 

d'un crochet, cette partie du coefficient G fera par 
conféquent la partie du même coefficient où la racine a ne fe 

trouvera point fera G c *. Donc prenant G 6c H pouc deu* 
çoèfficiens confécutifs 

, G - G^'rf-G'-** H (H -- = ^G ( - # 

i_ G = G (4 "*-HG t "~*&H (4 "* = £G ( '""* 
&c &c. 

Divifez préfentement l'équation propofée par *" r , & vous aurez 
tf" — A * r - 1 4- B x r * — C » ~~~ * 
[...+ Gx- H+- 

Dans laquelle équation fubftituant fucceflivement a > ♦> r , &c? 
pour * , on trouvera 




Trait* d'Alcurk 
fv.-hG* — H+— b 



h 1 



il 



f — * 



+ B/ 



+ Gf — H h ; 



1 - c/-* 



M 



Mais fuivant la nouvelle notation 

^ H C ~ ' -f- 

-H 



% — 



L 



■f — - 



L'- 



ai 



pourquoi 

Ga — H -H J !L.+.- L - 

Gb - H-+. 4 1 



M 

4" — 



+ 4 



I K 



&c. 



L 
*» 

L 



"—^IG^* 



,G< 



Et la fomme de ces quantités eft * G ( * -4- £ G* + * 
* 'S**', K'sï'â S** félon le temm^ 
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' a 1 
A'xG'- + i > x G - r H 

i-Hôcc. \ 
J 

Comparez cette dernière conclufion avec celle qu'on a trouvé 
en divifant l'équation propofée par »*— " r > & fubftituant les ra} 
cines a , b , c > ôcc. pour *, vous trouverez 




s 6; Ceqitl 
falhit démontrer* 



ta règle de Newton fe déduit évidemment de ces deux Théo* 
rêmes. 

i ip. Mais pour éclaifeir tout ceci par quelque exemple , je fiipr 
jpofe r = j ; alors il faudra prendre C pour H , parce qu'il n'y a 
que trois termes qui précédent C dans l'équation x* — A ""— * 
— C*» — » 4- &c. = o, & on prouvera quq 

Mm ij 
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ai ^ a 1 \ -—a 

4- £î / 4- J x 

f 

\\- + (» VxA-f } x B -fi j C 

-H <fc 1 <** V — 

6 \ 1 A 

4- Ôcc. ) 4- ôcc. J Ôcc. 

Pour en fenttr la vérité , remarquez que a 3 -4- b* 4- f * -4- d* > &c. =a 
«» -+- 4-** 4- > ôcc xfl+i + f + ôcc. — • 



d l x£4-*4-<*,ôcc. -i»X44-f + ^, ôcc. — c»x<i4-$-M* 

ôcc. — d l x <i + Hf , &c. — Ôcc. (ôc à caufe que A'B'=:<a x 

* £ 4- a * -+- * 4 4- » && + -4- £f -+• i ôcc. 

1 , — ■ 

+ fx ac -h b c de , &cc. -hdxad-hbd-+-cd-h, &c. 

-f- ôcc.) cette quantité eft égale à a x 4- b % 4- c * H- à % 4- > Ôcc, 

jtA-A'B'^^ + ^ + f» 4-* 4- ôcc. x A-AB+jC, 

par le Lemme précédent. 

- De la même manière a* 4- b* 4- 4- ^ 4 -H , ôcc. = ai 
4- bï + f 3 + </J +, ôcc. x a b -+- f 4- > ôcc. — 
a t -hb t -t-c*-+-£t*-i- > S i c.xab-*-ac-had-i-bc-*-bd-hcd+, 
Ôcc. -h a* x ^f-+-^</-+-c<i-4-,ôcc-f->Xtff ôcc. 
4- f » x 4- ^ -+-£4-+-, ôcc.4-<f l x a 4 4- -h £f 4-, ôcc 
4- ôcc. = <3 3- h ^3-+- < r3-h^3 4. ,ôcc. x A — a* 4-** 4- ^4-^ H-, 
ôccx A— a*+b* + t* + d*+ > &c.xB + a-)rb+ t c+d+ 9 . 
ôccxC — 4D, 

»! 
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• * 

r _ 

1 

SECTION IL 

Application de tanaiyfe aux courbes Algébriques. 
m 1 « 

CHAPITRE PREMIER. 

Notions préliminaires. Divijïon des courbes Algébriques en 
différens ordres. Du nombre des termes des équations de 
chaque ordre , & de la détermination des lignes par le 
moyen de ces équations. 

: I20. /^\N appelle quantité variable celle qui , confidérée in- 
\J définiment , comprend toutes les quantités détermi- 

nées. 

Toute expreflion anafytique , compofée de quantités confiantes 
8c d'une quantité variable , eft appelléc fonction de cette quantité 
variable : ainfi a -h 3 z, a z — ^z l ,az-hb^ a* — z l ,c x , &c. 
font des fonctions de z. 

« 

121. On appelle fonctions Algébriques celles qui fe compo- 
iènt par les opérations ordinaires de l'Algèbre , ôc Tranfcendantes 
celles qui proviennent des opérations tranfcendantes. 

12a. Si, donnant une valeur déterminée à la quantité variable, 
fa fonction n'a auffi qu'une feule valeur , on l'appelle uniforme , 
telles font toutes les fonctions rationeiles ; celles qui ont pluftturs 
valeurs correspondantes à chaque valeur déterminée de la quan- 
tité variable , s appellent fonctions multiformes : telles font toutes 
les fondions irrationelles , parce que les radicaux renferment plu- 
fieurs valeurs. 

Dans la* Géométrie , on représente une quantité variable par 
une ligne droite indéfinie , & toutes les valeurs déterminées de 
cette quantité variable , fi elles font réelles , font défignées par 
des parties déterminées de cette ligne indéfinie. 

M m 11) 



* 
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125. Les parties que l'on détermine fur cette lîgnè îndéfîméj 

s'appellent les abfcifies, ou les coupées, & le point commun 
d'où on commence à les mefurer , fe nomme l'origine des 
abfcifies ; les valeurs pofitives étant prifes d'en coté par rapport 
à l'origine , les valeurs négatives fe trouveront de l'autre côté. 

124. Ayant défigné une quantité variable * par une ligne 
droite RS ( Fig, jp. ) fit pris le point A pour l'origine des abfciÊ 
fes : fi on donne des valeurs déterminées à x , chaque foncliori 
y dex aura auffi des valeurs déterminées correfpondantes. Pour les 
repréfenter, à l'extrémité de chaque AbfcifTe, j'élève parallèle- 
ment entre -elles les valeurs correfpondantes de y, & fi je placo 
les valeurs pofitives au - deflus de la ligne des Abfcifies , les né- 
gatives feront au-deffous, & les valeurs nulles ne feront qu'un 
point de la ligne même. 

i2j. Les parallèles élevées fur les extrémités des abfchTes s'ap-, 
pellent Ordonnées ou Appliquées. 

Par les extrémités de toutes ces ordonnées on pourra faire paf- 
Jèr une ligne droite ou courbe , dont, par confequent, chaque 
point pourra être déterminé par le moyen d'une ordonnée. 

126. La ligne fur laquelle on prend les abfchTes s'appelle dia« 
mètre , ou axe de la courbe. 

Les abfcifies ôc les ordonnées confiderées enfcmble s'appellent 
co-ordonnées. 

On défignera les abfcifies par x , & les ordonnées par y , à 
moins qu'on n'averti lie du contraire. 

1 27. Chaque fonftion de x donnant une ligne courbe conti- 
nue , cette courbe fe pourra connoître & décrirej par le moyen 
de cette fonction. Pour cet effet, on donnera à x toutes les va- 
leurs pofitives depuis o jufqu a 00 ; & on cherchera les valeurs cor- 
refpondantes de la fonction y , qu'on repréfentera par des ordon- 
nées qui donneront une partie de la courbe ; prenant enfuite les 
valeurs négatives de x , & les correfpondantes de y , on aura 
l'autre portion de la même courbe. Réciproquement une courbe 
étant donnée , on pourra exprimer fa nature par une équation en- 
tre fes co-ordonnées. 

Pour décrire une courbe de la manière précédente * on prend 
ordinairement les abfcifies en progreflion Arithmétique, ce qui 
fait fouvent tomber dans des extradions de racines qu'on ne peut 
avoir que par approximation ; on pourra quelquefois éviter cet 
inconvénient en le contentant des co-ordonnées rationelles qu'on 
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pourra trouver par les Méthodes de Diophante : par exemple , 
on fuppofera la partie radicale fucceflivement égale a c , i , 2 , 3 , 
ôcc. ôc on donnera aux variables les valeurs réfultantes de ces fup- 
pofiûons. 

•128. Lorfque la nature d'une ligne courbe fe peut exprimer 
par une équation Algébrique entre fes co-ordonnées , cette cour- 
be s'appelle Géométrique ou Algébrique : & on appelle lignes 
tranfcendantes , celles dont la nature ne peut s'exprimer que par 
des équations tranfcendantes , ceft-à-dire , qui contiennent des 
cxpremons différentielles. 

rlufieurs Analyses regardent les courbes exponentielles, 6c les 
interfcendantes , comme tenant un milieu entre ces deux genres: 
on appelle exponentielles celles dont l'équation renferme des 
termes qui ont des expofans variables : telle eft la logarithmique 
repréfentée par l'équation y — b a*. M. Leibnitz a appellé in- 
terfcendantes les courbes dans l'équation defquelles il entre des 
termes qui ont des expofans irrationels ; par exemple x' ' — * = »*. 

L'examen de l'équation qui exprime la nature d une courbe nous 
découvre fi fes branches font finies ou infinies, quel eft leur nom- 
bre , leur cours & leur pofirion, en un mot, toutes les propriétés 
& les fingularités de cette courbe., comme on le verra dans la fuite ■ ' 
de cet Ouvrage. 

129. Si y eft une fonction Biforme de jc, c'eft-à-dire , fi^^f 
eft égal à une exprefïion analytique compofée de x & de quan- 
tités confiantes , cette équation aura deux racines toutes deux 
réelles , ou toutes deux imaginaires ; par conféquent chaque abf- 
cifle donnera deux ordonnées toutes deux réelles, ou toutes deux 
imaginaires, c'eft-à-dire, que la double ordonnée coupera la cour- 
be en deux points , ou qu'elle ne la rencontrera nulle part ; mais 
fi la partie radicale de la valeur de y devient zéro , les deux va- 
leurs n'en font qu'une ; donc les deux ordonnées n'en font qu'une , 
& les deux points d'interfe&ion fe réunhTent. 

On remarquera ici , une fois pour toutes , que quoiqu'une li- 
gne courbe foit compofée de plufieurs parties détachées, on la 
regarde cependant comme continue régulière , lorfque toutes fes 
parties naiflent de la même fonction. 

130. Si y eft une fonction triforme elle aura trois valeurs réelles, 
•ou au moins une, les deux autres étant imaginaires ; donc les or- 
données couperont la courbe en trois points , ou au moins dans un , 

excepté les cas ou deux , ou trois points d 'interfecuon fe réunifient. 
- 
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i 3 l'i Si y eft une fon£tion quadriforme , clic a quatre Valeur^ 
réelles, ou deux, ou aucune} par conféquent les ordonnées cou-, 
peront la courbe en quatre points , ou dans deux , ou nulle part , 
excepté les cas où plufieurs points d'interfection fe réunifient. 

132. En général, (oh y une fonction multiforme quelconque 
de * , où y puuTe être déterminé par une équation é'un degré 
», le nombre de Tes valeurs réelles fera », on » — 2, ou » — 4* 

• &c. ÔX chaque ordonnée pourra couper la courbe en autant de 

points ; donc ft le nombre d'interfections d'une ordonnée eft pair 
ou impair , le nombre des interférions des autres ordonnées de, 
la même courbe fera égale ment pair , ou impair. 

133. Lorfque Pangle des co-ordonnées eft droit, la branche 
courbe comprife entre l'une & l'autre eft toujours plus grande 
que a 1 -{-y 1 , puifqu'elle eft plus grande que l'hypotenufe de cet 
angle droit; par conféquent fi l'ordonnée , ou labicifle , ou toutes 
les deux peuvent être fuppofées infinies , la courbe a quelque 
branche infinie. 

134. Pour procéder avec quelque ordre dans la recherche des 
principales propriétés des lignes Algébriques, on les diftingue 
en différens ordres , fuivant le degré de l'équation dégagée de 
tractions de de radicaux qui en exprime la nature. Pour prouvée 
que ce caractère de diftin&ion eft lufnTant, nous allons faire voir 
que l'équation de la même ligne ne change point de degré , quel- 
que changement qu on faflfe à l'axe , à l'origine des abfcifles , 6c 
à l'angle des co-ordonnées i & par conféquent on fera affuré que 
la même ligne ne pourra jamais être rapportée à différens ordres. 

13J. Une courte étant repréfentée par par une équation Al«i 
Fig. 40. gébrique, qui exprime le rapport de fes co-ordonnées x = AP* 
& y = P M : fi on porte 1 origine des abfcifles fur le point D , 
ou le point C, on aura x = zàz.gj&.Ci on prend un autre 
axe parallèle au précédent, leur diftanec étant P G = d, on aurai 
y = v +r d. 

i3<J. Si le nouvel axe qu'on prend faifoit avec le précédent 
un angle quelconque , dont le fommet fut au point A origine des 
Fïg. 41. abfcifles. Du point M je mené fur ce nouvel axe une perpendi* 
culaire M Q = v , qui me donne une nouvelle abfcifle A Q = t , 
foit m le fi nus , 6c » le cofinus de l'angle formé par les deux axes , 
prenant l'unité pour finus total, on aura mm -4- »» = 1. Si au 
point P on mené des perpendiculaires fur les nouvelles co-or-j 
S^nn^es , on aura AP==*,P/> =? mx, A/>==»x;de plus,; 

parcç, 
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rce que les angles PMQ, P A Q font égaux , 8c que 

M == y j on aura aulfi Q p = m y , M q =» .* d'où on ti- 
rera A Q = r == A /> — Qp = nx — m y , ôc Q M == v == M f 
-H P p = m x -H »^ ; donc n f -t- mv = nnx •+• m m x ; 

donc * = * - m » ■ ===== nt + njv; de même » v — m* 
= «8) + m ; donc > = ~ ~ 5=3 » v — m f. 

137. Qu'on donne enfin au nouvel axe une pofition auelcon- 

3ue , & qu'on y prenne un point quelconque D pour l'origine Fi ** 
es abfcifies. Ayant abbaiffé fur le nouvel axe la perpendiculaire 
M Q = v , foit labfcifle D Q == t ; du point D j'élève fur l'an- 
cien axe la perpendiculaire D G , je nomme A G (/) , DG(?)| 
& par le point D je mené une paralielle à l'ancien axe , qui fera 
rencontrée à un point O par l'ancienne ordonnée P M : donc 
M O = y -h % , DO = GP = x + f; foit m le finus, ôc» 
le cofinus de l'angle O D Q , ôc fon finus total i. Du point O 
je mené fur le nouvel axe , & la nouvelle ordonnée , les perpen- 
diculaires O p , O q: parce que O M Q == ODQ , on aura 
Op = Qq = nx-+- m f , T) p = n x nf : de môme 
Oq — Q p = m y -f- mg , ôc M q — ny n g ; donc 
DQ = r = nx + )i/ — m y — mg, &. Q M = v = m x 
+ ™/+») + ^; je multiplie t ôc fa valeur par n, q Ôc fa 
valeur par m, Ôc ajoutant enfemble ces deux équations, je trou- 
ve nt-h'mv = x-+-fy parce que m m -h n n = i : enfuite 
multipliant ? ôc fa valeur par m , ôc v ôc fa valeur par n , Ôc fouf- 
trayant la première équation de la deuxième , je trouve n v m t. 
^=y ■+- g ; donc x c= m v -h n t — /, &c y =*= n v — m t — g. 

138. L'équation étant donnée entre les co-ordonnées rectan- 
gles AP — x , P M == j> , fi on cherche l'équation entre les Fîg, 
co-ordonnées obliquangles AQ = t,QM=stf : foit m le finus 

de l'angle M Q A, ôc n fon cofinus : le triangle PMQ donnera 
1 :v : : m : y , ouy mv;Ù donnera aun*i « : v : : n : t — x , 
ou * == f — nv. ' 

13p. Enfin, l'équation entre les co - ordonnées rectangles 
À P = * ôc PM«=v étant donnée , on pourra , de cette ma- 
niere , trouver l'équation la plus générale pour la même courbe ; 
on prendra un nouvel axe quelconque , ôc un point D pour l'o- 
rigine des abfcUTes , les co-ordonnées formeront l'angle ï> T M , 
ftom le finus eft p > le cofinus q ; du point D fur l'ancien axe 

N n 
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j'élève 7a perpendiculaire D G —g, je fuppofe AG=/, ôc ayant 
mené D O parallèle à l'ancien axe , le finus de l'angle ODT 
fera m , le cofinus »; enfuite ayant mené du point M lur le nou- 
vel axe la perpendiculaire MQ=v,on fera DQ = /,DTs=r, 
T M = s ; on aura , par l'article précédent , r = r — <y * , ôc 
v mm p s -, mais on a trouvé ( N J . i ?7- ) x — mv n t — j , ÔC 
y — nv — mt — g; donc on aura x — m p s — nqs -f-nr — / , 
&y — npi-^-mqs — m r — g. 

Or , dans tous les cas précédens , fubflituant dans l'équarioft 
ces valeurs de x & de y , qui font du même degré que x & que 
y , cette fubftitution ne changera point le degré de l'équation : 
d'où on peut conclurre que la même courbe ne peut être expri- 
mée par deux équations de différens degrés ; & par conféquent 
on peut compter les ordres des lignes fuivant le degré de lté* 
quation qui les repréfentent. 

Mais quand l'équation peut fe décompofer en fà&eurs rationels j 
elle repré fer te un fyfême de lignes de même ordre que ces facteurs. 
.- Outre cette divifion des lignes en différens ordres,on les divife en- 
encore quelquefois en ramilles \ on appelle courbe de même famille 
celles qui, par le moyen d'expofans indéterminés, peuvent être ré- 
duites fous la même équation ; ainfi l'équation a m 1 * =y , dans 
laquelle m eft indéterminé , comprend une famille de courbes : Ct 
m = a , elle devient a x — y 1 qui repréfente la parabole quarrée , 
comme on le verra dans la fuite : fi 3 , elle devient a*'x =_yî qui 
eft l'équation de la parabole cubique , ôtc. par conféquent pendant 
que l'expofant m demeure indéterminé , l'équation a m ~~ 1 x = y m 
repréfente les paraboles de tous les degrés , c'eft-à-dire la famille 

des paraboles. De même, l'équation af = bx m xa — *, 

comprend la famille des ellipfes , 6c ay m "+"" = b x m x a ■+- * 
celle des hyperboles. 

140-. Les co ordonnées étant repréfemées par deux variables^ 
il eft facile d appercevoir que toute équation du premier degré 
peut être réduite à trois termes ; un qui contienne les quantités 
, contantes , ôt deux qui contiennent les variables avec leurs coëfïi- 
ciens : elle fera donc « + A* + f)i = o. 

141. L'équation générale du fécond degré contiendra le» 
trois, termes de celle du premier, & pourra feulement contenir 
de plua le quarcé de la première Y^riablc ^ celui de & deiuiéjnç 
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&. le produit des deux , chaque terme avec fou coefficient , ce 
qui fait eti tout Six «termes , c 'eft-à-dire , 

a -+- bx-+*cy-\-dxx-+-exy ■+• f y y. 

442. L'équation générale du troifiéme degré contient les fin 
termes de celle du fécond , 6c ne peut avoir de plus que 1e cube 
de la première variable , le quarré de la première multiplié par 
la féconde , le quarré de la féconde multiplié par la première , 
& le cube de la féconde, ce qui fait dix termes i fçavoir, 

û-fr-£x-Hcjf«4-rfxx-t-rxjf "+■£ x 1 -h A x*y ■+• » x fcy. 

143. On feroit voir de même , que l'équation générale du qua- 
triéme degré ne peut avoir que quinze termes; 6c ainfi des équa- 
tions fupérieures : c'eft pourquoi les termes de f équation générale 
du premier degré font au nombre de 1 -+- 2 = 3 

les termes de celle du a* au nombre de i+2 + j= t 

ceux de celle du 3 e au nombre de i+24*3+4 s = 10 

ceux de celle du 4 e au nombre de- . • 1 4- 2 -H 3 4 ■+■ S = l S 

6cc. 

144. Mais 3 , 6 9 10, ij , ôcc. font la fuite des nombres trian- 
gulaires : ce qui fournit un moyen pour connoitre le nombre des 
termes d'une équation générale quelconque ; on les connoîtra en- 
core facilement, fi on fait attention que ce nombre eft égal à la 
fomme d'une fuite de nombre naturels > dont le dernier terme eft 
égal à l'expofant de l'équation augmenté de l'unité : ainfi l'expo*- 
fant d'une équation générale étant n , le nombre de fes termes 

fera "~ a x w ~' . 
1 

147. Si on donne des valeurs déterminées aux quantités conf- 
iantes arbitraires que contiennent les équations générales , on ad- 
ra une ligne entièrement - déterminée 6c différente de toutes les 
autres comprife fous la même équation, générale : or , une équa- 
tion générale contient autant de quantités confiantes arbitraires 
quel!» a de termes, 6c par conféquent fembleroit fufceptible d'au- 
tant de déterminations qu'elle a de termes : mais comme on peut 
divifer toute l'équation pat le coefficient d'une des variables , il 
eft évident qu'on peut toujours^ diminuer de l'unité le nombre des 
quantités conftantes ; de forte que l'équation générale du i r degré! 

N n ij 
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«-fr-£*-t-ry = o devient "f V =s0 - 

celle du deuxième 

a + bx-hcy -f- à * l -W x y •+• f y 1 devient 

[ 7 + l + T + ~7 — h -/ 

&c. 

c'eft-à-dire , qu'une ligne dont le rapport des co-ordonnées eft 
exprimé par une équation du premier degré, n'eft fufceptible que 
-deux déterminations , ce qui veut dire que fa pofition dépend uni* 
quement de deux points", d'où il fuit que cette équation ne con- 
tient que la ligne droite : & de ce qu'on peut donner une infinité 
de valeurs différentes à ces deux confiantes, H s'enfuit feulement 
eue la pofition de cette droite, par rapport à fon axe, peut varier 
d'une infinité de manières. 

Par la même raifon , l'équation générale du fécond degré 
h'eft fufceptible que de cinq déterminations , c'eft à-dire , que par 
cinq points on ne peut faire pafTer qu'une feule ligne du deuxiè- 
me ordre , au lieu que par un moindre nombre on en peut faire 
pafTer une infinité du même ordre, parce que l'équation refte in- 
déterminée. Si trois des cinq points étoient en ligne droite , o» 
n'y pourroit faire pafTer aucune ligne du fécond ordre, mais 
feulement le fyftême de deux droites qui fè trouve compris dans 
l'équation générale du deuxième ordre. 

En fuivant la même voye , on découvra facilement com- 
bien il faut de points pour déterminer une ligne d'un ordre quel- 
conque, c'eft-à-dire , que pour une ligne de l'ordre n il en faut 

» -t> » X » 1 . 

————— — 1 Tsrz — -, 

1 * 

147. Cette détermination des coëfficiens deviendra plus raciïey 
fi on fait pafTer l'axe par un des points donnés, qu'on prendra erl 
même-temps pour l'origine des abfcifTes; car alors fanant *= o , 
on aura y = o , ôc par conféquent tous les termes qui contien- 
nent des variables s'évanouiffant , il refiera 4 = 0; enfuit c on fera 
pafTer l'axe par un autre des points donnés; enfin, on foppofera 
<jue l'ordonnée qui part de l'origine des abfcifTes paffe par un troi- 
liéme des points donnés; par ce moyen on diminuera , autant qu'il 
ctf poffible, le nombre des quantités qui décident la pofition det 
points donneur 
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Si on cherche une ligne du fécond ordre , qui pafle par les 
cinq points donnés A, B, C, D, E, on fera paner l'axe par les Fîg. 4u 
points A 6c B : on prendra l'origine des abfcifles en A : on join- 
dra le point ^avec le point C , oc on prendra l'angle C A B pour 
celui des co-ordonnées : enfuite il ne s'agira plus que de mener 
des parallelles à A C des points D & E. Qu'on falTe AP=âm: 
AC=»»:A<f = /i Dj = ; : Ae = q : Ee — r; prenant 
enfuite l'équation générale des lignes du deuxième ordre, qui 
eft a-+-bx-+-cy-ï-dx i -t-exy-\- f y % =■ o 

fi on fait x — o,y = o,on aura a =* o 

fion fait* = o,^ = »,on aura a-\-cn-\-fn x = o 

fi on fait * = m,y = o,on aura a-hbm-+-dm l = a 

fi x = /, y = p , o n aura a -H b /-+- c p -h dl 1 -*- e l p •+• fp x = o 

fix = q 9 y = r f on aura a + ^4-f r + + f r^-f /r l = o 

les trois premières de ces équations donneront 0=0: r = — fn: 
b — — dm; lefquelles valeurs étant fubftituécs dans les deux 
dernières , elles deviendront 

— dm l — fnp~\-dlq-\-elp-\-fp l = o 

« 

— dmq — / n r -h d q- +^r + fr l — o 

Si on multiplie enfuite la première par qr, & la féconde par 
ip y on trouvera , en fouftrayant la féconde de la première 

— dmlqr—fpnqr-h dt l qr^-fp 1 qr d m l p q 
•frfnlpr — dlp q* — /^r l = o, 

f m i f q — vi l y r -— l p -t- l* qr 
ce qui donne d =* p r x n q — n i — * p q tr 
& •/ i q x m p — m r — p q Ir 

& ainfi tous les coëfficiens fe trouvent déterminés , & fi I'éqna- 
tion générale admet plus de déterminations qu'il n'y a de points 
propofés , on prendra les aunes points à volonté, 
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CHAPITRE II. r 

Des propriétés communes des lignes du fécond ordre 
déduites de leur équation générale. 

140. T Es lignes du fécond ordre font les mêmes que ccU 
I j les qu'on appelle vulgairement ferions coniques , 
leur connouTance eft néceflaire , tant dans les Mathématiques 
pures , que dans les Mathématiques mixtes ; c'eft pourquoi je 
m'étendrai fur les propriétés de ces courbes plus que ne iemble 
Pexiger un Traité d'Algèbre : fi cette étendue paroît déplacée à 
quelques-uns , j'efpere qu'elle fera plaifir à ceux qui n'auront pas 
vu cette matière traitée ailleurs, & d'un autre cote , elle fera con- 
forme au deflein que j'ai de remplir en quelque manière l'inter- 
valle qui fe trouve entre les ftmples Élémens de Géométrie ôt 
le calcul différentiel. 
Fig. 4(. Si on conçoit une ligne indéfinie B A G qui tourne fur un point 
fixe A , de forte que dans ce mouvement elle n'abandonne ja- 
mais la circonférence BOC, quand elle fera revenue à fa pre- 
mière fituation , fa partie A B aura décrit la furface d'un cône» 
& la partie oppofée A G aura décrit la furface d'un autre , ôc le 
point A fera le fommet commun de ces deux cônes oppofés. 

Si la droite menée du point A au centre du cercle BOC 
eft perpendiculaire au plan ce cercle , le cone eft droit , finon il 
eft fcalene. Dans les définitions fuivantes je fuppoferai le cone 
droit. 

14p. Toute feûion qui coupe les deux côtés oppofés AB| 
A C du cone , prolongé s'il le faut , eft une elHpfe. 

1 jo. Toute fe&ion qui , ayant coupé un côté du cone , ne * 
peut plus couper le côte oppofé prolongé tant qu'on voudra de 
part d'autre du fommet, eft une parabole. 

i ci. Toute fe&ion qui , ayant coupé un côté du cone , va cou- 
per le côté oppofé par delà le fommet, eft une hyperbole. 

1J2. L'équation générale des lignes du fécond ordre eft 
a-\-bx-\-cy-\-dxx c x y f y* — o. Si on ordonne 
cette équation fuivant y 9 & qu'on faife évanouir le denxiéme ter- 
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me , oh aura y* = j qui a deux racines égales , 

l'une pofitive , & l'autre négative ; donc dans toute ligne du deuxiè- 
me ordre, à chaque abfciflTe répondent deux ordonnées égales, 
l'une d'un côté , l'autre de l'autre ; donc le diamètre divife la 
courbe entière en deux parties égales. 

in- Comme on peut toujours faire évanouir le deuxième ter- 
me de l'équation , ce qui rend l'ordonnée pofitive égale à la né- 
gative , il s'enfuit qu'un nombre quelconque de parallèles étant 
terminées de part & d'autre , par une ligne du fécond ordre , 
on pourra toujours mener une droite qui les divife toutes en deux 
également. 

174. Toute équation du fécond dîgré a deux racines tou- 
tes deux réelles , ou toutes deux imaginaires ; par conféquent 
chaque abfciffe a deux ordonnées , on n'en a aucune : excepté 
le cas ou dans fy y , /= o ; car alors chaque abfcifle n'a qu'une 
ordonnée finie, l'autre devient infinie. 

iyy. L'équation générale étant réduite fous cette forme 

,. » * + « à x* b x -+- a 

y* H j x y H j : = o. 

On fçait que le coefficient du deuxième terme eft égal à la fom- 
me des racines , fi elles font réelles ( ce qui arrive lorfque l'or- 
donnée rencontre la courbe en deux points ) ; donc prenant 
A E F pour l'axe , A pour l'origine des abfcifies , M P N pour Kg. 47; 
l'ordonnée , & l'angle A P N à volonté , on aura 

pm^pn = = ; 

fi fous le même angle on mené une autre ordonnée n pm, dont 
une des valeurs eft négative , on trouvera np—p m — ~~ ' c ; 
or j fi on fouftrait cette équation de la précédente , le refte fera 

P M -+- P N — f *+>?m= >wA ^ AP = -t^JL . 

& fi on mené des points m & n des parallelles à l'axe qui rencon- 
trent l'ordonnée aux point6 h ôt /, on aura PM-i-PN — p n 

+ ;w = Mi+N/= ' Y* > c'efi-àdire, M h -fc. N/s 

P/ > = mh = ni :: e Donc û des, exirémitis de la plus 
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grande de deux ordonnées, on mené des paraliellcs à Taxe jufqu'ï 
la rencontre de l'autre ordonnée prolongée s'il le faut , la fom- 
me des parties interceptées entre les parallèles & les branches 
de la courbe d'où elles partent, fera toujours à la partie de pa-; 
xallelle comprife entre les ordonnées en raifon confiante. 

i$6. Lorfque les deux points d'interfe&ions fe réunifient, la 
fécante devient tangente , qui étant pofitive d'un côté , par rap- 
port au point de contigence , eft négadve de l'autre ; on trouvera 
fig. 48. donc par le Théorème précédent CI — CK : MI ::*:/, & 
Ci — Ck.mi e : /; donc C I — C K : M I ::C» — Ckz 
mi, ou MI : mi:: CI — CK : C* — C*. 

Si la droite PL, qui pafle par le point de contai, coupe en 
deux également l'ordonnée MN alors fàifantMI , N K parallelles 
à cette droite , on aur a CI-CK , ou CI — C K = o ; donc 

Çi — Ck=* — 9* «Oi donc m/— «/ = o; 

donc en général 

Si une droite menée du point de contingence coupe en deux 
parties égales une parallelle à la tangente , elle coupera en deux 
parues égales toutes les autres parallelles à la même tangente. 

l$7. Le troifiéme terme de l'équation du deuxième degr< 
contient le produit des deux racines i donc d ** ~*~ £ * ~ ' 
tlg. 47. bbs P M x P N ; mais fi dans l'équation générale on fait y = o ^ 
elle donnera — ~*~ ^ * * = o , dont les racines feront 
A E & A F : on aura donc 4 x% 2y * — a =|x * — AE 

x x — AF = j x P E x PF, (à caufe de * =AP)c'cft< 
à-dire, P M x P N : P E x P F : d : /; 6c fi fous le mémo 
angle on mené une autre ordonnée m n , on trouvera pareille'-; 
ment pm x p n = -y- x p E y. pF; donc prenant d'abord 
Fig. 4*. P F, & enfuite PN pour axe, on aura PM x PN:PE x PF: ; 
pn x pm : pE x p¥ : : ^MxjN 1 qe x f / : ; r m x rn; 
r e x r f. Donc en général 

Si chacune de deux droites, qui le rencontrent en un point; 
rencontre une ligne du fécond ordre en deux points , le rec- 
tangle de la partie de l'une comprife entre le point d'interfec- 
gion & une branche de la courbe , par la partie aboutiflante du 

jXlÊlXICj 
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même point à l'autre branche, fera toujours en raifon confiante au 
re&angle des deux parties de l'autre , prifes de la même manière. 

1 y 8. Si les deux points d'intcrfection M & N fc réunifient, Fig. jo. 
la droite P N deviendra tangente, ôc on aura P N x P M 

= PM = P~N ; ôc par conféquent PC : P M x P N : : 
— — » 

p C : p m x p n j c'eft-à-dire , que 

Le quarré de la tangente eft au rectangle de la fécante entière 
par fa partie extérieure , en raifon confiante 

ifp. Il s'enfuit que fi on mené un diamètre qui rencontre la 
courbe en deux points, ôc qui coupe fes ordonnées en deux éga- 
lement , on aura toujours CLxLD : LMx LN :: C/x / D : Fig. 4t. 
/ m x In ; c'eft-à-dire , que 

Le quarré de la demi-ordonnée eft au rectangle des parties du 
diamètre , en raifon confiante. 

En faifant ufage de ces propriétés déduites immédiatement de 
la nature de l'équation générale du deuxième degré , on peut 
découvrir plufieurs autres propriétés communes aux lignes du 
fécond ordre. 

160. Soient 'dans une ligne quelconque du fécond ordre, 

deux ordonnées parallèles A B , CD, ayant achevé le quadri- F 'g« **• 
Jatere A C D B , fi par un point M de la courbe on mené une 
ordonnée M N parallèle aux deux côtés A B , C D , & qui cou- 
pe les deux autres côtés AC, D B dans les points P & Q, les 
parties P M 6c Q N feront égales ; car la droite qui coupera 
en deux également les ordonnées parallèles A B ôc CD, cou- 
pera auffi en deux également leur parallèle M N ; mais par la 
Géométrie élémentaire, la droite qui coupera en deux également 
A B ôc C D, coupera aufli en deux également P Q : les droites 
MN Ôc PQ étant donc divifées en deux parties égales au mê- 
me point , nous avo.is M P = N Q , fie M Q = N P. Coiv 
noifTant -donc un cinquième point M, outre les quatre A, B, 
C , D , on en pourra trouver un 6 e N , en prenant NQ = M P. 

161. Nous avons vu que M Q x Q N eft à B Q x D Q en 
raifon confiante : par conféquent, puifque Q N = MP, nous 
avons auffi MPxMQeftàBQxDQ dans la même. rai- 
fon confiante. Si on prend un autre point c de la courbe , ôc 
qu'on mené G c II, parallèle à A B & C D, jufqua la rencon- 
tre des côtés A C , B D, on aura encore fGxcHeftàBHxDU 
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dans la même raifon confiante ; & par conféquent c G x c H : 
B H x D H : : M P x MQ : BQ x D Q. Si par le point 
M mené une parallelle à B D qui foit terminée par les paral- 
lelles A B, C D dans les points RôcS,PMxQM fera à 
M R x M S en raifon conltante , à caufe de B Q = M R 
ôc D Q = M S. Si donc, par un point quelconque M, on mené 
deux droites , l'une M P Q parallelle aux côtés A B, C D , 
l'autre R M S , parallelle à la bafe B D , les interférions P , 
Q , R , S y donneront toujours M P x M Q en raifon confiante 
à M R x M S. 

\62. Si , au lieu de l'ordonnée C D parallelle à A B , on mené 
du point D une autre corde D c , ôc qu'on joigne les points A & 
c de forte que les droites M Q & R M S coupent les côtés 
du quadrilatère A B D c dans les points V , Q , R & S, la mô- 
me propriété aura lieu; car nous avions M P x M Q : D Q x B Q : : 
cU x c\ J : ïi H x D H, ou M P x M Q : M R x M S : : c G x c H : 
B H x D H, à caufe de RS parallelle ôc égale à B D. Mais les 
triangles femblables A P /? , AG t: , ôc D S j , fHD fourniflent 
ces proportions P/? : AP :: Gf : AG, ou (parce que AP: 
A G : : B Q : B H) Vp : B Q :: G c : B H : les deux derniers 
triangles donnent DS = MQ:Sj::cH: DH; donc en 
multipliant les termes homologues de ces deux proportions 
M Q x ?p : M R x S s : : c G x c H : B H x D H, à caufe 
de B Q — M R. Cette proportion comparée avec celle qu'on 
avoir trouvée précédemment, donne MP x MQ :MR x M S :: 
Vp x MQ : MR x Sx. 

Prenant la fomme des antécédents & des conféquents des 
premières raifons de ces deux proportions , on trouvera 

Mp x MQ : MR x Mj :: MP x M Q : M R x M S. 

Qu'on prenne donc où on voudra fur la courbe les points c &c 
M , le rapport de Mp MQàMRx Mj fubfiflera toujours 
le même , pourvu que les droites M Q ôc R j foient menées 
par M parallelles aux cordes A B ôc BD. Mais la proportion 
précédente donne M P : M S : : M p : M s. Ainft puifque 
le changement du point c , ne fait que changer les points p ôc 
s , M p confervera le même rapport avec M s , de quelque ma- 
nière qu'on déplace le point c , pourvu que le point M ne change 
point. 
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i<?5. Si quatre points A, B , C, D font donnés fur une li- rîg. js. 
gne du fécond ordre , ôc qu'on les joigne par des droites pour 
avoir le trapèze inferit A B D C , on déduira, de ce que nous 
venons de voir, une propriété très-étendue des ferions coni- 

Îjucs. Car fi, d'un point quelconque M de la courbe, on mené, 
ous des angles donnés les droites M P , M Q , M R & M S 
fur chaque côté du trapèze , les rettangles des lignes menées 
aux côtes oppofés, feront entre eux en raifon donnée, cefr-à- 
dire , qu'on aura PMx MQ à MR x M S dans le même 
rapport , quelque part qu'on prenne le point M fur la court e , 
pourvu que les angles P , Q , R ôc S demeurent les mêmes, 
rour le démontrer, je mené par le point M, Mq parallelle 
à A B , & r s parallèle à B D , qui rencontrent les côtés du tra- 
eze dans les points p , q , r , s : on aura donc M p x M q : 
1 r x M s en raifon donnée ; mais à caufe des angles donnés , 
les rapports M P : M p , M Q : M q , M R : M r , M S : M s 
feront aulfi donnés ; ôc par conféquent M P x M Q fera à 
M R x M S en raifon donnée. 

On a vu ci- devant, que fi on prolonge les ordonnées parai- Fig. w 
leles M N , m n jufqu'a la rencontre d'une tangente C P p , on 

aura PM x P N : C P* : : p m x p n : C p. Par conféquent , fi 
on prend les points L ôc /, de forte que PL foit moyenne 
proportionnelle entre P M ôc P N , ôc p l entre p m ôc p n , on 

aura P L : C P : : p l : C p ; ôc par conféquent PL: C P : : 
p l : Cp; ce qui fait voir que tous les points L, / font fur une 
même ligne droite qui palTe par le point de contact C. C'eft 
pourquoi fi on coupe une ordonnée PMN en L ,dc forte que 

PL = MPxPN,la droite C L D menée par les points C 
Ôc L coupera les autres ordonnées p m n en /, de forte que p l 
fera moyenne proportionnelle entre p m ôc p n. Et réciproque- 
ment fi deux ordonnées P N ôc font coupées en L ôc /, de 

forte que PL = PM x PN, & pl = pmy.pn i \^ droite 
menée par les points L ôc / pafiera par le point de contaft C , 
ôc coupera en même raifon toutes les autres ordonnées paral- 
lelles à celles-ci. 

1 6y. Je reviens à l'examen de l'équation générale , qui eft Fîg> JJ( 

yy+JJL+S. X y + + + < = 0 ; 

O o ij 
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l'abfcifle A P = x a deux ordonnées P M , P N par le moyen 
defquelles on peut déterminer la pofition du diamètre qui coupe 
en deux également la corde M N & fes parallèles ; car , foit 
L le point du milieu de M N , ôc P L = z : on aura 

z = i PM + iPN = ~ ' , 

ôc par conféquent 2 f z •+• ex •+- c = o fera l'équation pour la 
pofition du diamètre quand l'ordonnée eft perpendiculaire fur 
l'ablcifle. 

166. Si l'ordonné étoit oblique fur l'abfciflTe , on auroit. • • • 
y = mv 9 x — t -\- n v , lefquelles valeurs étant fubftituées 
dans l'équation générale , elle devient 



, , t m t -f- 1 d n 1 H- cm -f- b n x v -k- d t* -f- 6 f -f- a 

fm 1 + c m n -h d n> 



Si donc on fait v = ? M ]*" ? " , on aura 

t m t -f- riiti + t m + 



1 f m 1 -+- » e m n + 



-1- p w . 



enfuite foit abbaiffée du point / fur l'axe perpendiculaire / q , ôc 
foit fait A f = /> , q l — q , on trouvera m = -3- , & 
w = llgg» f""' ; donc x; = -I-. àct = p — »v= p — 5 1 
fubflituant enfin ces valeurs dans l'éqaation précédente,on trouvera 

e m p — t n q -+- % d n p * - - ? h * m ■+■ b n 



f m* -t- e n m -h d n* 

pour coefficient du fécond terme , & la moitié de ce coefficient 
fera le valeur de la ligne pl = -^-, c'eft-à-dire, qu'on aura 

z d n* a 

— e m f t n q — x d n p -\ ? c m — b m 

q * r m 

m 2 j m* ■+■ 1 t m n ■+- » d »* 

& faifant évanouir les fraftions, & pafler tous les termes du même 
côté, on trouvera 2fm-t-enxq-hcm-t-2dnxp-\-cm-hl>n=o, 
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qui donne la pofition du diamètre lorfque l'ordonnée eft obli- 
que fur l'axe. 

167. Pour découvrir le point C où ces deux diamètres fe 
coupent , foit fuppofce la perpendiculaire CD — h menée de 
ce point fur Taxe , & foit Al)^; parce que le point C eft 
fur le diamètre I G , on aura 2fh-heg-+-c = o f &c parce que le 
même point appartient au diamètre ig, on aura aufli 

af m •+- en x /j + f w -H 2 n d x g -+- c m -h b n = o 

la première équation multipliée par m étant retranchée de celle- 
ci , on a pour refte c h n -I- 2dgn~+-bn = o } ou 
ch-+-2dg-\-b=o: donc h = tÎ£ * . ma j s f 

par la première équation, h = ?/"* * » ^ onc e e S — 4 ^/j? 
= 2 b f — e c ; par conféquent g = * e t —T/'rf f * ^ 
^ — *> c 1_~ j j- '• & comme dans ces déterminations nous n'a- 
vons plus les quantités m & », dont dépend l'obliquité des or- 
données , il eft évidenr que le point C demeure le même, quelle 
que foit l'obliquité des ordonnées , donc tous les diamètres fe 
coupent en un même point, qu'on appelle centre de la fcclion 
conique. On trouvera ce point parle moyen de l'équation propofée 

Si après avoir pris A D = on prend CD= jrér^f - 

car on tirera de l'équation générale P M -h P N = - ~~ ' *. ~~ - , 6c 
PMxPN^ ^'^ 14 " : donc PM-PN = P M -+TpN 
~ 4 PMxPN = <> - <*f* *> +^=7i,fx * + c> + < a £ ^ 

dont les racines font A K & A H ; donc A K H- A H 
_ ibf- t ,c . doncAD — lïL=UtS — ak + ah . j 

ii -^Jd f > d0nC A U — e » — 4 df ' ~~ 1 » Q ° nC 

le point D eft également éloigné de H 6c de K ; mais les per- 
pendiculaires I K , G H paffent par les extrémités du diamètre; 
donc la perpendiculaire élevée du point D patte par le milieu 
du diamètre , donc tous les diamètres dune fe&ion conique > 

Oo uj 



Traite' d'Alceer e. 
non - feulement fe coupent en un point , mais encore en cÎcujc 

parties égales. 

168. Lorîque l'une des deux racines égales eft pofitive ,& l'au- 
tre négative , leur fomme s'évanouit & lait difparcître le fécond 
terme c y -h c x y parce qu'elle en eft coefficient ; clans ce cas, 
l'équation devient y % = a -r- b x H- c **, & fi on fuppofe 

j/-o, on aura .y 1 -h y * -h ~=o, &fi AG& AI (Fig.j-j..) 

en font les racines, on aura AG + AI= — - — , ôcAGxAI — ; 

le centre C de la courbe étant donc le milieu du diamètre GI: 

on aura toujours A C = AG ^ Aï = 

îtfp. ConnoiflTant le centre d'une fe£lion conique, il fera à 
propos de le prendre pour l'origine des abfciiïes : foit donc 

C P — r, & par conséquent *=-AC — CP = ~~ t : 

fubftituant cette valeur dans l'équation entre x ôc y , on trouvera 

y — a ' f 1 = <J j~ h f t* 

• 

remettant donc a: en la place de f, ôc re'duifant les quantités 
confiantes en un feul terme , on aura pour équation générale 
des lignes du fécond ordre, en prenant un diamètre pour axe, 
& le centre pour l'origine des abfcilTes y z — a — b x x faifant 

donc y = o, on aura G C = C I = J^-J- » Ôc par conféquent 

le diamètre G I = 2 ; ôc fi on fait x = o , on aura 

l'ordonnée E F qui parte le centre, c'eft-à-dire, C E = C F. 
1= vV, & E F = 2 Va7 

170. Si chacun des deux diamètres coupe en deux également 
toutes les ordonnées parallèles à l'autre , on les appelle diamè- 
tres conjugués, par conféauent fi des extrémités d'un diamètre 
on élève des lignes parallèles à fon conjugué , elles feront tan- 
gentes à la courbe. 

17t. Pour entendre ce qui fuit, il faut fe rappeller les no- 
tions fuivantes qui dépendent de la Trigonométrie. 

Je fuppofe que le rayon , ou finus total , vaut 1 , 6c j'appelle 
A la demi-circonférence : le finus d'un arc nul eft zéro , & fon 
cofinus eft 1 , fin. y A = 1 , cof. ~ A = o ; fin. A — o % 
cof. A = - 1 ; fin. 7 A = — » 1 , cof. 7 A = o; tous les 
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finus & cofinus ont donc pour limites i 6c — û Le coiî- 

nus d'un arc z = fin. ~ A — z , fin. z = cof. ~ A — z : le quar- 
ré du finus, plus le quarré du cofinus, c'eft-à-dire , fin. z -f- 
cof. z — i i de plus , la tangente de l'arc z = -7^—- > ôc la 

cotangente de l'arc z — ~~ = ; enfin fin. ) + z = 

fin. y x cof. 2 -H cof. y x fin. z , cof. ; + z=a cof. y x cof. z — 
fin. y x fin. z , fin. j> •— z = fin. ^ x cof. z — cof. y x fin. z , 
ôc cof. 7 — z = cof. y x cof. z -H fin. _y x" fin. z. 

172. Préfentement, au lieu de l'angle des co-ordonnécs A P M 
dont le finus eft m , le cofinus n , prenons l'angle A Q M dont 
le finus eft p , le cofinus 7, 6c l'alfcuTe CQ — /, l'ordonnée 
M Q = v : parce que l'angle P M Q = A P M — A Q M , 
on trouvera fin. P M Q = m q — n p , ôc les trois côtes P M 
\y), Vf PQ feront entre eux comme les finus p>m > mq — np; 

donc .y = , ôc P Q = x -^,doncAP = .v = f 

_ P Q = r m q ~ " p * v : fi on fubftitue ces valeurs 

dans l'équation ^* = a — b x 1 , ou y* -\~ b x 1 — a = o , l'é- 
quation réfultante fera 

— 2 

bxmq — npxv* 

— ibmtxmq — npxv-i-bn^t 1 — am l = o. 

p l xv 2 ' 

L'ordonnée v a donc deux valeurs Q M ôc — Q n , & leur 
femme eft Q M — Q n = -^^l^T- 7 -. Si on divife 

t x ?» g — n p -i- p* 
l'ordonnée M » en deux également en p , la moitié C p g fera 
un nouveau diamètre qui divifera en deux également toutes les 
ordonnées parallèles à Mn, 6c parce que Qp eft la moitié de la 

différence de QM ôc Q», on aura Q/> = * mt * m 1 7 -S-E. 

b x m q — »p +f» 

173. Ceci nous fuflit pour déterminer la tangente de 1 angle 
G C g : car le rayon étant pris pour l'unité , le finus de cet aiv 
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g le eft & fon cofinus'cft C Q — -2- ^-*-; donc fa 

tangente de l'angle G C^eft " T^S^" 5 ' 

& la tangente de l'angle M^ell 



f xCQ + i X p » — <7 m 



f>Q-+-2*CQ fi; + t x p» — î» x pn + î» 

qui eft l'angle fous lequel le diamètre £ i coupe les nouvelles or- 
données M n. Mais on aura aufli C p*= C Q*-+- Q/>-*-2flxCQ 

* 

* v/ 7 — — - -^ =1 ' ■ 

» 

p* -*-fcx p « — { » 

& par conféquent 

p t r p* -4- ibpn y p n — q m b* x p n — g m 

C p = — ; — =- ~ * 

r p 1 + 4 x p» — q m 

qu'on faflTe C p = r, p M = ^ , on aura 



r x p* ■+■ » — g m 



p rf* -t-ifrpnxp» — j » + x p i — î 



M 



r x b m x p n — q tn 



p p* + i&p>ixpji — $ro-|-i>*xp» — 5 m 

par la fubflitution de ces valeurs on trouvera celles de ^ Sx. de x, 
& l'équation y z b x* * — a = o fe changera en celle-ci 



p_»-f-frxp>i --<7>»Xif fcxp 1 +txp«~jmxrr tf =o. 

p*~hibpnxpn — qm+b* xpn — qm 

174. Si préfentement on fait le demi-diametre CG=f, ôc 
le demi-diametre conjugué CE = CF =g, on aura--*-' 
S== J^f-, &£ = V^ou * = & * = 'r-: ce qui don- 
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»P7 



ne y 1 £ ' = 5* ; fuppofons donc l'angle & 
nous aurons tang. h = ^^JEJÛi_ t Si on f f 

core l'angle GC E = & l'angle ECr = /, on aura A Q M 
«=*-+-/;& par conféquent /> = fin. * + /, & f = cof. *^7, 
/»=fin. k y & « = cof. k. Donc tang. £ = >xlî °- t xfi '-' 

„ j_« g* * X tang. I . 

* ■+- tang. , -f- 4 x tang. i "J & 

fin. ^ = » X fin, * x fin. / ^ 

p^bxpn — q m = fin. * / + ix fmTT Faifant 
ufcge de ces valeurs, on trouvera l'équation fuivante entre r &/, 

/»xim.*-+-/.! t -frxftrr fc X fin.r^/Vfex~ /xr» . 

Cn - * *» X fia. * x fia. /» r — ' 

* 

MaiS b = l«g.*X + ! «f.*XU Bt .t4-.in,t 

fia. * — cof. k X tang. A x fia. I cang. / x Ha^*^,^ 

/» - -5Tinap-=r) ou tang. k= g , x £j±± - — . 
d'où on peut tirer un grand nombre de Corollaires. On aura auflj 

/• h x fin, k -+■ I 

t* r* 

fia. / x fin. * — h 

ij*. Soit le demi -diamètre = f on demi - diamètre 
conjugué CE = i, on trouve» par ce qui précède 

<="• * X fin. / ^ ,»x tB .tx(in./ 

fin.AA^ fiB.ÏTiVixûûT fin-Af^/^c fin. «'x^T* ' 

A / g X fin, t 

* > , » & on 3ura cette propor-j 

r P X fia . I £f. f » x fu». i 
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tion a : b : : g x fin. / : / x fin. A. Mais fin. k -+- / 




xfin./ = — x fin. * — A x fin. A -+-/■+- fin. A 

fin. h — A 



X fin. /= > il^- > ' - » , ce qui donne 

fin. k — h 



f' fin. k 




X fin. * _ A 



r_ £ i /"- VT~ï i. ' O 



fi* F^Ax fin. - A ' * lin. k + ï x fi». F+T^h ' 

on aura donc a : b :: / x fin. JT^Tig x fin. k — h, ôc 
ab — ? g * fin ' * 

fin. /T-H / A " 

.176. Si donc dans une fection conique on a les diametœs 
conjugués G I , E F, & g i , e f, on aura 

Cg : Ce :: CG x fin. E C e : CG x fin. GCg. 

Donc fin. G C £ : fin. E C ? : : C E x C ? : C G x Cg, & 
fi on tire les cordes E e , G g , on aura le triangle C Gg = C E e. 
Enfuite on aura Cg : C e : : C G x fin. C Ge : C e x fin. C Eg, 
ou C e x C G x fin. GC; = x C^x fin, C Eg : donc 
en menant les cordes Ge , & E g , on aura le triangle G C e 
= C Eg , 6c IC/ = CF/. Enfin la dernière équation 

* £ x fin. * H- / — A —fi x f" 1 - * donnera Cg x C fx fin. 
Cgf = CGxCEx fin. G C E : par conféquent fi on mené 
les cordes EG, eg, ou FI,//, on aura encore les triangles 
égaux ICF, i C f : d'où, il eft facile de conclure que tous les 
parallcliogrammes qu'on peut former fur deux diamètres conju- 
gués , font égaux entre eux. 

1 77. On a donc trois paires de triangles égaux : 

i°. Le triangle F C/égal au triangle I Ci. 



» 
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2°. Le triangle /C I égal au triante F C ». 

3°. L e triangle F C I egd ou triangle / C i. 

D'où il fuit que les trapèzes F/1 C, & / I C / font égaux ; & 
fi on en retranche le triangle /Cl , on aura le triangle F I f= I/j : 
qui étant fur la même bafe /I , il faut que la corde F / foit paral- 
lèle à la corde fl. On aura donc encore le triangle FI/ = //F; 
& leur ajoutant les triangles égaux F C I 6c / C i , on aura aufli 
les trapèzes égaux F C I / , i C f F. 

178. De là on tire une Méthode pour mener une tangente à 
un point quelconque "d'une ligne du fécond ordre. Car prenant Fîg. %u 
le diamètre G I pour un axe dont E C foit le demi-diametre 
conjugué , & menant, du point M fur Taxe, M P parallèle à C E, 
elle fera demi - ordonnée , & P M = P N. Ayant donc mené 
CM qui fera un demi-diametre , on cherchera fon demi dia- 
mètre conjugué C K , auquel menant du point M la parallèle 
M T, elle fera la tangente demandée. 

Soit l'angle GCE = A, GCM=A, & E C K. == / 1 
on aura, comme on a vû ci-devant, 



M C 



E C fin. h x fin. k -+- l 

a ~ " m ~ , C 

C C fin. Px fin. k — h 

= C G l / £m k 

* fin. i: — h 



X fin. k i 



fin. k -t- / — h 

Mais le triangle C M P donne M C*= cT*-!- MP + 2 M P 
x C P x cof. k : & M P : M C :: fin. h : fin. k; & M P: 
C P : fin. h : fin. k — h. Enfuite , à caufe des angles donnés 
du triangle C M T , on aura C M, C T , M T dans le même 
rapport que fin. *-+-/, fin. k -H / — A, fin. /;. Faifant difpa- 

roître les angles , on trouvera M C = C G m/£*}J%^* 

ou CG = C P x C T. Donc CP : CG :: CG : CT, 
ce qui donne la pofition de la tangente. De cette proportion 
on tireroit auffi en divifant C P : P G :: CG : T G; & 

P? r £ e C G C I, on auroit en compofant C P : I P :. 
V Q : T I. 

Ppij 
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X79i Puîfquë — r = fîn - h * fin - * n, cT 

QG / X fin. k~ h 1 ^ 

= — — y & — = Cn - * X fin, h -f- / . 

fin. / x fia. * i c G Cn i ï Z , > & 

v-v fin. * — A x fin. * / £ 

■ . 

■ » . 

JL* fin, k x Cn. fc _ f, — » . — t 

FT . , = > on trouvera ± c G , 

CE 6M.k+lxihuk + l~.h ~; 



: — ; — : — r — " o,. C K -f. c M 

fi». / X Cn.it — h f * — -f 



fin- * X Cn. k — h C„. / 



X fin. A + / 



fin- I X fin. k +> 1 




^ ^ ' fMI ' 7 X fin * k - ^ = * C0f ' / - ^ - f 

coi: * "H /-f-A-Hicof. 7^Tl~h - i C0 f. *■+./-! 
= ! C ° f< f cof. k -h / -h h — fin. * x 
h /. De même, fin. A x fin. * — A -f. fin. / x fin. 



t coH * - cof. JH- i cof. * - | cof. 



* -f- 2 l 



m | cof. * _ 2 ^ _ i coÇ^ / = fin, fc / _ 4 
x fin, A 4- /. On aura donc enfin 



CE + C G* 



fin. * x fin. k -f- / 



C G* £o. / x fin. k — i h ' 

/cjf -t- <Tm* 



fin» fc -H / — A X fin. * / -, 



fia. f X fia. fc -f» I 

pat conféqucnt CE,fC j = x fi» t x fin. n~ 

CK+CM CM' ^*^Axfi J ,.fc- f -ÛTT 
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C G* x CM* 



ï mm 1 ; donc CE + CG = CK + CM; 



C M x C G 

ôc par conféquent , dans une ligne du fécond ordre la fomme 
des quarrés de deux diamètres conjugués eft toujours la même. 

180. C'eft pourquoi deux demi- diamètres conjugués C G 6c 
C E étant donnés , on trouvera le demi - diamètre conjugué 
d'un autre demi - diamètre quelconque CM, en prenant C K 

E + CG — CM. Les propriétés des fedions 
coniques que nous avons trouvées ci - devant , donnent 

TG x T£: TM :: CG X CI : C~K:: CG*: CK:: 

CG: CÊ*-+- CG*— C"M; ôc par conféquent 

T M = ^V3G',â'xTG X TI \ De ]a même 

manière , fi , après avoir prolongé l'ordonnée MN, on mené la 
tangente M T , les deux tangente* M T & N T rencontreront 
l'axe T I au même point T ; car on aura pour l'un & l'autre 
CP:CG::CG:TC. Mais ayant mené la droite C N, on aura 

T N = [/ clV^-c~NxTGxTi_. & par conf< f quent 

C G 

TM: TN:: clT-f- CÔV CM*: CËV CG- CN: 
& parce que MN eft coupée en deux parties égales en P, 
fin. C T M : fin. C T N : : T N : T M : : 

1/^C~E h- CG - CN' : J^clT -+- CG*— CM.' 

181. Qu'on mené aux extrémités du diamètre AB les tan- Fig. 1s. 
gentes AK/BL, & que par un point M de la courbe on 
mené une autre tangente TML qui rencontre les' deux pre- 
mières aux points K , ôt L , & foit le diamètre conjugué E C F 
parallèle à l'ordonnée M P , & aux tangentes A K , B L. Par 

la propriété de la tangente CP: CA :: CA: CT; & parce 
que CB = CA, CP : AP :: C A : AT, & CP : BP :: 
CA : BT;donc CP: CA:: G A : C T :: AP : AT :: 
BP : B T; & par conféquent A T : B T : : A P : P B; mais 
AT : BT :: AK : BL; donc A K : B L : : A P : B P. 

* P p iij 
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De plus, AT = CA C % A P -> BT = CA cV P 

PT = ^V^ +AP ^ J!i2 ^^» doMAT:PTî! 
C A : PB:: A K : M P ; de même, B T : P T : C A : AP :: 

BL;PM5donaA^^^,BL«-^^>& 

AK x BL= a» kBP ' mais APxBP: PM^ÂC-CË*, 
d'où on tire cette belle propriété des fedions coniques A K x B L 
bbb GË| par conféquent BL*: Cl': : B L : AK :: P B . A P , 
&BL = AKx4^:doncAKxBL = AK*x^-5-==CÊ i ; 

donc A K 1 = CE x , d'où il fuit que A K = C E ]/~^t 

BL = CE J^Ç-, & AP : BPxXK^cT:: CE: 

BL*:: KM : ML, & enfin AK : BL :: KM : L M. 

182. Ainfi par quelque point M de la courbe qu'on mené une 
tangente qui rencontre les tangentes parallèles A K, BL,le demi- 
diamètre CE, parallèle aux tangentes AK, B L, fera toujours 
moyenne proportionnelle entre AK Ôc BL; c'eft- à- dire, qu'on 

aura toujours CE = AKxBL. Si donc, par un autre point m on 

mené une autre tangente kmi,on aura aufli CE — A^xB/, 
& par conféquent A K : AA ::B/: B L; donc AK:K*::B/:L/. 
Si les deux tangentes fe coupent en un point o , on aura encore 
AK:B/::A*:BL::K*:L/::*o:/o::Ko:Lo. Voilà 
les principales propriétés des ie&ions coniques , dont le célèbre 
Newton a fait un fi bel ufage dans fes Principes de Phyfique. 

183. Puifque AK : B/ :: Ko : Lo, fi on prolonge la 
tangente L B jufqu'en I , de forte que B I = A K , le point 
I fera celui où une tangente parallèle à K L , menée de l'au- 
tre côté de la courbe couperoit la tangente L B , comme K 
eft le point de la tangente L K où elle eft coupée par la tan- 
gente A K , parallèle à B L : la droite I K pafTera donc par 
le centre C , ôc y fera coupée en deux parties égales. Si donc 
on prolonge , comme on a dir , les tangentes BL, ML juf- 

Su'aux points I ôc K , & qu'on les faffe couper par une troi- 
éme tangente / m 0 aux points / ôc o , on aura B I : B / : : 



II. Part. Sect. IL] "$of 
Kô : L o , 8c eh compofant I B : I / : : Ko : KL; ainfi , 
par quelque point qu'on mené la troifiéme tangente / m o , on 
aura toujours IB x KL = 1 / x Ko. Ayant donc mené 
une quatrième tangente à volonté p q r , qui coupe les deux 
premières IL ôc K L en /> ôc r , on aura pareillement I B 
xKL = I;xKr, Ôc par conféquent 1/ x Ko = I/>xKr, 
ou 1/ : I/? :: Kr : Ko. Ayant donc mené les droites Ir ôc 
p o y elles feront coupées en même raifon que la droite I K fera 




deux également la droite I K , & par conféquent paffera par le 
centre C de la fection conique. 

184. On démontrera ainfi géométriquement que la droite 
ft m h , qui coupe les droites / r , p o en raifon donnée , cou- 
pera en même raifon la droite IK,fiI/:I/?::Kr:Ko, 
eu fi I p : p L : : Ko: or. Je fuppofe que la droite m n 
coupe / r & p o dans la raifon de m : n , ou foit p m : m o : : 
/»:»r::m:«,Ôc que cette droite prolongée coupe les 
tangentes IL, KL en Q & R; on aura fin. Q : fin R : : 

JjL ■ Jll_ P m . J!LÎ. m • n donc O/ Rr- • 

Q p : R o , & en divifant / /> : o r : : Q/> : R o : : Q / : R r. 
Mais puifque / p : o r : : I p : K o , on aura aufli Q I : R K : : 

lp : or, & fin. Q : fin. R :: -~- : Mais on a aufli 

fin. Q : fin. R :: : -ïï-jf " "ff : "Tri donc H 1 : 

HK : w : n :: pm : mo : : In : nr. 

18 j. Étant donnés deux demi - diamètres conjugués CG, Fîg. jf,- 
CE, qui forment l'angle oblique G C E = k , on pourra tou- 
jours trouver deux autres demi - diamètres conjugués C M ôc •» 
CK, qui forment l'angle droit M C K. Soit l'angle G C M 
= ECK = /, on aura k -+- / — h = po* 5 ', & par con- 
féquent fin. / = cof. k — h , ôc fin. k / = cof. h ; donc 

1 fin, h X eof. k fin, i h 

fin. 4 — h x «r. k — À* ■ fi*. » x * — A 
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fia. z k x cot TA — "cor. .ha.t' î donc -SL^-==lln. 2 j x cot- 

C £ 

aA — cof. a*; donc cot. 2 G C M = cot. + , 
laquelle équation donne toujours la folution po^bl^Mais 
CTT fio .r^ = -^-5 donc 




Et puifque C M «+j 

CK = CG*+ CË*, ac CK x CM = C G x C E x fa.il 

^ CM ck = VcT^T^TïTT^Tk 

et S £ ° îi "J ? K = ^C<3*-»CGxCExfin.* + cE 
ce qu. donne les diamètre, conjugués qui font l'angle droit. 

Kg. fr. i8tf. Soient donc C A & C E H^nv Am^i a- • , 

r q u-on°K 2 ,es ^ " 

ci devant! »• - * * Ï 7 ' °" i"? • S° mme on a vû 
Taux AC = f,CE = i; par conOquen, , = , >, & * 1 iL f 

donc y* = </» _ *' p, - r , , f * 

' . , ^ ' Fuif( 3 ue cette équadon ne changç 

KftffiK Fen î! e * & * P° f,tivcme ^ on négativement, 
fc»TteL q im l° Urbe 3Ura qU3tre P arties ^mbla&es & éga! 
A C & E F. S qUatrC 65 qUC f ° rmem les diam etres 

187. Si du centre C, que nous avons pris pour l'origine des" 
abfciiTes, on mené la droite CM, elle fera = ^^ v i 

7* H *' î par conféquent, fi d = c ou 

C E =x C A, on aura CM d _ ft £t 

conséquent toutes les droites menées du centre à la courbe font 
égaies entre eUes ; propriété qui caraflérife le cercle ; c'eit pour-' * 

quoi 
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^uoî faîfant le rayon C A = a , C P'= x, PM =y : l'équation 
entre les co- ordonnées re&angles du cercle fera^>* = a- — x 1 . 

Si les diamètres principaux n'étoient point égaux entre eux , 
la droite CM ne pourroit être exprimée par une fonction ra- 
tionelle de # , en prenant l'origine des abfcùTes au centre. Mais 
il y aura un autre point D fur l'axe , d'où toutes les droites , 
telles que D M , menées à la courbe , pourront avoir une ex- 
preflion rationelle; pour trouver ce point, foit C D =/, & 

par conféquent DP = / — * ; donc D M* — f- a/ x 



Cette expreffion fera un quarré fi/* = ~ S * ±S >cm 

fi c* — 'd* — /* = o. Donc, en ce cas,/= ±1 1/ c x — d\ 
Il y aura donc fur l'axe A C deux points tels que celui que nous 
demandions , ôc ils feront fitués , de part ôc d'autre du centre , 
à la diftance CD = — d\ On aura alors DM^ c - 

p- 2 * S* - * 4- J£l-^<L2L£^, & par conféquent 

D M = r — JL15LZ2L „ AC - C »«c" « Faifant 
C P = o , on aura DM = DE = f = AC: prenant 
l'abfcilTe CP = CD, ou * = §f > — & 9 la droite D M 

deviendra D G, on aura donc D G= — = -~- , c'eft-à-dire , 
que D G deviendra troifiéme proponionnelle à A C & CE. 

188. Ces points D , qui ont la propriété que nous venons 
de trouver, s'appellent foyers de la l'edion conique; & le grand 
diamètre , fur lequel fe trouvent ces points , s'appelle commu- 
nément grand axe , ou premier axe , & fon conjugé , petit axe , 
ou fécond axe. L'ordonnée D G y menée du foyer perpendicu- 
lairement fur le grand axe , s'appelle demi-pari mètre , & par con- 
féquent la double ordonnée, qui pafle par le même point, eft 
le paramètre entier. Le demi - axe conjugué CE, eft donc 
moyen proportionel entre le demi - paramètre D G ôc le demi- 
grand axe A C. Les extrémités du grand axe font les fommets 
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de la courbe, & ont cette propriété que la tangente menée pat 

ce point à la courbe , eft perpendiculaire fur le grand axe. 

i8$. Soit le demi-parametre D G = g , ôc la diftance A D 
du foyer au fommet = e : on aura C D = c — e — if c l — d*] 

& DG=~ = £,donc d> = cg,e*. c—e= i/ — cg: 

donc <-£ = 2ff — e^toc^-^^rj ,Ud=e 
Ainfi la diftance AD «= c du foyer au fommet , & le demi 
paramètre D G = g étant donnés , on peut déterminer une 
conique. Faifant préfentement C P = * ; on aura 



M == c ; — ie —g ; 



Soit D P = t , on aura * mm CD — P = U 



donc DM = ^+ L=Ll*J- , Faifant l'angle ADM*v, 
on aura — D ' M ■ = — cof. v, par conféquent DMx<«=^ 



+ f -^xDMxcof. v , & D M = 



. — f — g x «£■ v 



& Cof. V = e x D M — D G 



« — e x D M 



H! 




I 
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CHAPITRE III. 



De la divifion des lignes du fécond ordre, & de 
leurs propriétés particulières. 

100. T 'Équation générale yy = a-\-bx-+-cx* 
I j comprend toutes les lignes du fécond ordre , lorf- 
que les co - ordonnées font l'angle droit : l'on voit que dans 
cette équation il y a trois quantités confiantes ; cependant on 
ne trouvera pas autant de lignes différentes du fécond ordre , 
qu'on donnera de valeurs différentes à ces quantités ; car il y 
en aura qui n'indiqueront que le changement de l'origine des 
abfcuTes , ou la même courbe plus ou moins gnnde. 

ipi. La différence efTentielle des lignes du fécond ordre, fe 
tire de la nature du coefficient c : car fi ce coefficient eft po- 
fitif, faifant l'abfcifle +T* infinie, cxx devient infiniment plus 
grand que 6t l'expreffion a-+-bx-)-cxx acquiert 

une valeur pofitive ; par conféquent l'ordonnée y a pareille- 
ment deux valeurs infiniment grandes , l'une pofitive, & l'autre 
négative ; donc lorfque c eft pofitif , la courbe a quatre branches 
infinies (N°. 133. ), deux qui répondent à x — ~i- 00 , 6c deux 
autres à x = — ». Les lignes du fécond ordre, qui ont qua- 
tre branches infinies , s'appellent hyperboles. 

ipa. Mais fi le coefficient c eft négatif, alors foit qu'on fàfTe 
afs=-4-oo,ouje = — 00, l'expreffion a b x -+- cxx fera 
toujours négative , par conféquent l'ordonnée y fera imaginai- 
re ; par conféquent, dans cette courbe , ni l'abfciiTe , ni l'ordon- 
née ne fçauroit être infinie ; donc cette courbe n'a aucune bran- 
che infinie; donc. elle eft renfermée toute entière dans un cf- 
pace fini ôc déterminé : cette efpece de ligne s'appelle ellipfe , 
& ' fa nature s'exprime par l'équation y y == a -+- b x — cxx, 

1513. Si on fait c *= o, qui eft un milieu entre la valeur af- 
firmative fie la négative, on aura y y = a b x > qui exprime 
la nature de la parabole , qui tient un milieu en l'hyperbole 6c 
l'ellipfe. Ii çft ici fort indifférent de prendre b pofitif ou négatif, 
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parce que la courbe demeure toujours la même , foit que labfcif- 
le x foit pofitive , (bit qu'elle foit négative. Suppofant donc b 
pofitif , il eft évident que l'ordonnée y , tant pofitive auc néga- 
tive , deviendra infinie lorfque x = -f- oo ; par conséquent la 
parabole aura deux branches infinies : mais elle n'en peut avoir 
davantage , parce que fi x = — oo , la valeur de l'ordonnée 
y devient imaginaire. Nous avons donc trois lignes du fécond 
ordre , qu'il n'eft pas permis de confondre : rellipfe qui n'a au- 
cune portion infinie , la parabole qui a deux branches infinies > 
& l'hyperbole qui en a quatre : examinons quelles font les prin- 
cipales propriétés qui conviennent à chacune de ces courbes en 
particulier. 

i p4. L'équation générale de l'ellipfe eit^ = <j-h£:v— - c xx y 
lorfque les ordonnées font l'angle droit : & puifqu'on place l'o- 
rigine des abfcifles où l'on juge à propos , fi on l éloigne de l in- 

tervalle ^ — , l'équation pourra être réduite à cette forme • • ►] 

y* = a — ex 1 qui donne l'origine des abfcifles au centre. 

Vig. j8. Soit donc C le centre , & AB l'axe , rabfcifle C P = x , 

fie l'ordonnée P M — y. S\ x = ±: ]/^. — , on aura y — o: 

mais fi x pafle les limites -h J/— J — , — l'ordonnée y 

devient imaginaire , ce qui prouve que toute la courbe eftjren- 
fermée dans ces limites. On aura donc CA = BC = — : 

enfuite fi on fait x ma o , on aura C D = C E = y/â. qu'on fup- 
pofe donc le demi-axe CA = CB = <*,ôcle demi axe conju- 
gué C D mm C E = b , on aura a = bb, ôc c = ~~>ce 



qui donne pour l'ellipfe l'équation y y = bb — 



a a 
b b x x 



a a 

x a a — x~x : donc y- : à 1 — X* : : b 1 : a* : donc 



a a 




grand 

ordonnées font entre eux , comme les rectangles des parties de 
l'axe qu'elles coupent. 

ip;. Lorfque les demi - axes conjugués a & b font égaux,' 
l'équation deyient y 1 == « l = * 2 , ou y 1 ^ x % = a 1 , qui eft 



é 
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l'équation au cercle; car alors C M — /a- ■+- y z = a, & par 

coniequent tous les points M de la courbe font également 

éloignés du centre C. Mai% fi les demi-axes a ôc b font inégaux , 

je fuppofe AB = a > DE = on trouvera les foyers F ôc 

G fur ce grand axe en prenant CF = C G = t^à 1 «— , 

& le demi- paramètre , ou l'ordonnée élevée de l'un des foyers } 

r b b 
fera — - — . 

iptf. Si de l'un & l'autre foyer on mené, à un point M de 
la courbe , les droites F M & M G , on aura , comme on a vu 

ci-devant, F M = A C - - - - *"~ bt , 

& G M » a -f- * *gZE3Z : donc FM + GM= 2<î: 

c'eft-à-dire , que fi des deux foyers on mené des droites à un 
point commun de la courbe, leur fomme eft égale au grand 
axe : propriété remarquable des foyers de l'elliple , qui fournit 
un moyen facile de décrire cette courbe méchaniqucment. 

ip7. Si, par ce point M , on mené une tangente à l'ellipfe ~ 9 
qui rencontre les axes dans les points E 6c c, on aura, comme 
on l'a démontré ci-deflus ; C P : CA :: CA : CT; donc 

C T = : ôc en changeant les co-ordonnees ,Cr = — ; 
donc TP = -^- - *,TF=-^-_ — £ , & 
TA = — a. On aura donc T P = fl * ~ *' = , 

* x b* x * 

& TM = X*ÈÏJ£ + "r ; donc tang. C T M = ±ÏJL , fin. 
CTM= bb * ,6ccof.CTM = " > y — ; 

y/b* x 1 -f- «« jr* \/b+ x 1 -ha y 1 

donc fi du point A on élève fur l'axe la perpendiculaire A V, 
qui fera tangente à la courbe , on aura 



A _. axa — * bbx bbxa — * . 7/^7 

AV== * * ~a~a~y~ = a a y — * V T + m < 



parce que a y = b /a* — **. 



ip8. Nous avons trouvé FT ^ »■ g & 

Qq »j 
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FM « " ~ * T~ b ~ > donc FT : F M * : *; 



De même, parce que G T = i±±JLZÎLZl±l , &: 

GM= * " x — a a b — , on a aufli GT : GM a: x; 

donc FT : FM :: G T : G M. Mais FT : FM :: fin. 1 
FMT : fin. C T M , & GT:GM : : fin. G M* : fin. 
C T M ; donc l'angle FMT = G M r. Donc des droites 
menées des deux foyers à un même point de la courbe, font; 
également inclinées fur la tangente en ce point. 

199. Puifque GT : GM CT = ~ , il 

s'enfuit que C T : C A : : a : x ; donc G T : G M : : C T : 
C A ; donc fi du centre C on mené C S , parallèle à G M i 
& qui rencontre la tangente en S , on aura CS = CA=«.* 
& fi , du même centre , on mené une parallèle a F M jufqu a 
la tangente , elle fera aufll égale à C A = a. Mais parce qu© 

™ Ï^T ^ 4 * l H- « 4 y 1 > & a 1 y = a 1 b* — b* x*i 
on aura T M = — '— y — x 1 x a 1 — ^ ; d'ailleurs 

F T x G T = donc TM = -f 

y F T x G T. C'eft pourquoi , puifque T G : T C :: T M : 
T S , on aura T S = -Ï-H^XJL > & par conféquent 

rr> ç y x TC Sj7~Z - >* CT * FT y* xCTxFT 

* * l IrQ? y y/y T x G T x T M * 

De plus, P T = = -^L; donc TS --^=^ J 

& par conféquent TM:PT::FT:TS; donc les trian- 
gles T M P , T F S font femblables, ôt la droite F S , menée 
du foyer, eft perpendiculaire fur la tangente. On trouvera en-; 

core , par cette voye ,SV=» A *g*M V< 

20©. Si donc , de l'un ou l'autre foyer , on mené fur la tan- 
gente la perpendiculaire F S , & que du centre C on mené la 
droite C S, on aura toujours C S égale au grand demi-ax© 
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A C = a. Et parce que T M : y : : T F : F S , on aura 

F S - /* TF „ b /-^Ç ; donc G T : 

TM Vf T x G T f GT 

JF :: G M : FM :: C~D : Fs'j & la perpendiculaire 

menée de l'autre foyer fur la tangente fera b y — — — , donc 

le demi petit axe eft moyenne proportionnelle en ces deux per- 
pendiculaires. Préfentement , fi du centre C on mené une troi- 
sième perpendiculaire C Q fur la tangente , on aura T F : 

F S : : C T : C Q i donc C Q = ** CT = - LSJLPJL- 
r= ^— ; donc C Q — F S = » xC * = C X , 

V'F M x G M V'F T x G T 

ayant mené F X parallèle à la tangente ; on trouvera donc 
CQ-CX= h _Hl_ ,6cCQ^CX=-4gj^-, 

X ✓fTxGI X VVT x T G 



donc C Q* — C X = i», & CX = / C Q* — : le 

petit axe étant donné , on trouvera donc fur la perpendiculaire 
C Q le point X d'où menant une perpendiculaire , elle paflera 
parle foyer F. 

201. Un demi-diametre C M,& (à tangente TM étant don- 
nés , on trouvera fon diamètre conjugué , fi , par le centre , on 
mené C K parallèle à cette tangente. Soient C M = p , 
CK = f,& l'angle MCK = CMT = i, on aura d'abord 

.+. q* = a 1 b 1 s 2 0 . p q x fin. s = a b , comme on a 
vû ci-devant. Mais = *» -h y x = ■+- ** r *' x ** , & 

— p- mb ^ ^FMxGM: 

& pareillement p* = F K x G K. Et parce que C Q 

, on aura fin. C Q M = fin. / 



a b 



Vf m x G m 



.Enfin onauxaTM:TP::4" ^FTxGT; 



f V 1 ..i x ù M ' * 



3 1 2 ••Traite* d'Al'gebr e; 

«^f/FM x G M: = ^ — x* : : CK = ^ 

C R , donc CR = ,KR = ôc par conféquent 

C R x KR=s x y = CP x P M. Et fin. F M S. 

t= ~- .-. -_^r- = — ; & parce que x = CP — — .— j 



& 7 = !^ =PM) kCR»-^-,«ç 

KR = — — — — , on aura tang. A C M = -J- , 6c tang; 
a AC M ««H^^FVF^ 1 Mais 



= _ f x cof.j, donc tang. 2ACM=-j^^~ , 

parce que le cofinus de f, eft négatif. Et comme C K = M Tj 
x M r , on tirera, de ce qui précède , MV = ^ p — > ôç 

AV=i ' donc A. V : M V : : £ : ^ : CE: CK; 

Donc fi on mené les droites A M 6c EK, elles feront parai-, 
leles entre elles, 

202. Parce que p q x fin. s = a h y on aura /> ^ > « £ ; 
& puifaue p* ^ r = à 1 «+- , les quantités p &■ q appro- 
chent plus de l'égalité que a ôc b , donc entre tous les diamè- 
tres conjugués, ceux qui font l'angle droit font ceux qui diffé- 
rent le plus. Il y aura donc deux diamètres conjugués égaux ; 
pour les trouver, foit q = p, ce qui donne 2/>* = a 1 -+- b 1 , 

Y^EEEL, fi,,. , „ y^» tt , & cof. 

/s >'LV ; donc fin - * J = - 1. » cof « 
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t ' = P—T'^r^-i donc tang. ta ng. C E B , 

& M C K = 2CEB = AEB. Or, C P = « & 

C M = — , donc les demi - diamètres conjugués C M, 
CK égaux entre eux, feront parallèles aux cordes A E & B E. 

?°*V5 onj»*^ ^«gi™ des abfcines au fommet A , & 
qu on faflb A P = * , P M = y , pui f que , deyi ^ ( 

tement a — x, on aura cette équation 

r = x = x , _ x ^ . 

par laquelle on voit que eft le paramètre de l'ellipfe. 

Soit le demi paramètre, ou, ce qui eft la même chofe, l'or- 
donnée au foyer = c t * la di ftançe A F du foyer au fommet 
= </,on aura— — b* = d = a — S a> — ac; 
donc 24 rf^i n^^ TT^vi donc y>=>*c» 

— ■-*—ïr- =J -$ qui eft l'équation à l'ellipfe lorfque les 
co ordonnées y, x forment l'angle droit, & qu'on place l'ori- 
gine des abfciffcs au fommet A; où il faut toujours remarquer 
que 2 à furpafTe r, parce que A C == a = ÛL & 

c d = b = à \£z < ; 1 ' "~ ' 1 

.i«n°*'i Sî dc l nC i 2d = r c >, on aura ,= » qui eft l'équa- 
uon a la parabole : puifqu'on peut réduire , fous cette forme , 
J équation y* = a b x , que nous avons trouvée pour cette 
courbe , en changeant l'origine des abfciftes de l'intervalle --. 
Soit donc la parabole M A N, dont la nature foit exprimée par r 
1 équanon ^ » 2 ex. Donc la dtfance du foyer au fommet ** * 
At = _J Cj & ,e demi -paramètre FH= f ,&on aura 
partout P M = a F H x A P : d'où il fuit que l'ordonnée eft 
moyenne proportionne entre l'abfcifle & le paramètre : & puif- 
que le paramètre 2 F H eft une quantité confiante, on con- 

Rr 
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cluera, de plus, que les quarrés des ordonnées font entre eux 
comme les abfciffes ; par conféquent fi on fuppofe rabfcilTe 
A P infinie , les ordonnées P M ôc P N le deviendront auffi ; 
Ôc par conféquent la courbe s'étendra à l'infini , de part & d'au- 
tre de l'axe A P : mais fi on prend l'abrcifle x négativement , 
l'ordonnée deviendra imaginaire , ôc par conféquent il n'y a 
aucune portion de la courbe qui réponde à l'axe prolongé au- 
delà du fommet A. 

20 f, Puifque l'équation à l'ellipfe fe change en celle de la 
parabole,. en faifant 2 à = c , il eft évident que la parabole 

n'eft autre chpfe qu'une ellipfe dont le demi-axe > — = ~- 

eft infini ; c eft pourquoi toutes les propriétés que nous avons 
trouvées pour l'ellipfe , fe peuvent appliquer à la parabole , en 
fuppofant l'axe infini. Premièrement , puifque A F •— \ c , on 
aura F P = # — \c, ôc par conféquent du foyer F à un point 

M de la courbe , ayant mené une droite FM, on aura F M 
= x l — c x -H ^ c 1 -H y* = x l c x -h ~ c 1 ; donc 
FM = x + 7f = AP + A F , qui eft la principale pro- 
priété du foyer de la parabole. 

2à6. Soit le demi -axe A C = <i = w , de forte que Je 
centre C foit infiniment éloigné du fommet A. Au point M 
foit menée la tangente M T qui rencontre l'axe en T ; on avoit 

pour l'ellipfe CP : C A :: CA : CT, C T = -—^ à caufe 

de C P = <j — * ; ôc par conféquent AT= JL?** Mais 
puifque dans la parabole la quantité a eft infinie , l'abfcifle x , 
comparée avec elle, s'évanouira, 6c on aura a — x — a ; ôc 
par conféquent A T = * = A P : ce qu'on pourrait encore 

faire voir de cette autre manière, puifque AT = — ~y 

" X* • • ** 

bb x -+- , le dénominateur de la fra&ion étant 

infini , ôc fon numérateur fini , la valeur de cette fraction s'éva- 
nouit, & par conféquent A T = A P = x. 

207. Si d'un point M on mené au centre C , qui eft infini- 
ment éloigné , une droite M C , elle fera parallèle à l'axe A C , 
ôc fera un diamètre de la courbe qui coupera en deux égale- 
ment toutes les cordes parallèles à la tangente M T : c'eft-à- 
dire , que fi on mené une corde m n , parallèle à la tangente 
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M T , cHc fera coupée en deux parties égaies au point p par le 
diamètre M p. Ainli toute droite, parallèle à l'axe A P menée 
dans la parabole , fera un diamètre obliqu'angle. Pour trouver 
la nature de ces diamètres, foit Mp = r, pm = v, du point m 
foit menée m s r perpendiculaire fur l'axe; à caufe de PT*=2 *, 

& M T = V \ x l 2 c x, on aura les trois quantités 

Vq, * l + 2 f*, 2 x y V2 ex, qui feront entre elles refpec- 

tivement , comme p m, p s, m s : ce qui donne 



donc A r = x + ; + -j 1/- — i-^ — , &c mr == V2 c x 
■+• v ^_ — . Mais parce que mr *= 2 e x Ar, on aura 



donc i; l = 2{X2x + f = 4FMx;,oufw = tFMxM/». 
Mais fin. m p s = g = J/C±±- 9 fon co/inus 

r r i* -+- <? r FM 

= Kv ,^ — = conféquent fin; 

2mp s = ^Ym*.* = -jr^ = fin. MF/?, donc l'angle 
m p s = M T P = | M F r. 

ao8. Puifque MF = AP + AF, & AP = A T , on 
aura FM = F T ; par conféquent le triangle M F T eft ifo- 
ccle, 6c l'angle MFr = 2MTA, comme nous l'avons déjà 
trouvé. D'ailleurs , puifque M T = 2 V r x ï ~+^± e x , on aura 
M T s«» a VA P x F M ; ainfi ayant mené du foyer F 
une perpendiculaire fur la tan gente , o n aura MS = T S 
= KÂTP'^TF M~= Va T x TF ; donc A T : T S : 
T S : T F ; donc le point S fera fur une droite A S perpendi- 

R r ij 
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culaire fur l'axe au fommet A , & on aura AS = 7 P M , ôc AS: 
TS : : A F : F S ; donc FS = VA F x FM, «c^ S 
fera moyenne proportionnelle entre A F & FM , de plus , AS: 
M S : : A S : T S : : F S : FM : : K3CF : VWW\. Si au 
point M on mené à la tangente la perpendiculaire M W , qui 
coupe l'axe en W, on aura PT : PM :: PM : ?W , ou 
2 x : V 2 ex : : V 2 c x P¥; donc P W = c par confé- 
quent l'intervalle PW, qui fe trouve fur l'axe entre l'ordon- 
née P M ôc la perpendiculaire M W , a une grandeur confiante 
& eft égale au demi - paramètre , ou à l'ordonnée F H menée 
du foyer. Il s'enfuit que FW = FT = FM, 6c M \7 
= 2 VK F x F M. 

20p. L'équation qui exprime la nature de l'hyperbole lorfque 
l'angle des co ordonnées eft droit à cette forme, y 1 — g -h f x 
•4- c x x. Si on éloigne l'origine des abfchTes de l'intervalle 

-f^-i on aura y 1 = g -+- c x z , où on prend le centre pour 

l'origine des abfcifles. Nous avons déjà vu que le coefficient c 
doit être pofitif; pour ce qui eft de g , il eft indifférent qu il 
foit pofitif ou négatif ; car , en changeant les co-ordonnées a* ôc 
y , s'il étoit pofitif, il devient négatif, ôc réciproquement. Je 
fuppofe donc que g eft une quantité négative , ce qui donne 
/ = f .v 1 — g, d'où il fuit que l'ordonnée^ s'évanouit, foit 

qu'on ait x = — > ou x — — ^~ g c *- e cen " 

Fig. 60. tre étant donc défigné par C , Ôc les points où l'axe rencontre 
la courbe par A Ôc B , ôc faifanr le demi-axe CA = CB — a, 

on aura a = — , ôc g = c a- , donc y* = c ** — c aK 

Ainfi, pendant que x 1 eft moindre que a z , l'ordonnée eft ima- 
ginaire , ôc par conféquent il n'y a aucune portion de la courbe 
qui réponde à l'axe AB. Mais fi x 1 > a 1 , les ordonnées croif- 
lent continuellement, ôc deviennent enfin infinies : l'hyperbole 
aura donc quatre branches infinies AI, A/', BK, B k , qui 
feront femblables ôc égales , qui eft la principale propriété des 
hyperboles. 

210. Puifque faifant x=o , on a / = — c a 1 , l'hyperbole 
n'a peint d'axe conjugué, parce que l'ordonnée devient imaginaire 
au centre C ; l'axe conjugué fera donc lui-même imaginaire : je 
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le fupoofe = b V — 1 , de forte que c a 1 = b 1 , ôc 
c « Ji_. Faifant l'abfcuTe CP = * & l'ordonnée PM=^, 

on aura y 1 = x a- 1 — a 1 : ainfi l'équation que nous avons 

trouvée pour l'ellipfe , fe change en celle de l'hyperbole , en 
mettant — b l au lieu de b 1 . Cette affinité fuffit pour appliquer 
à l'hyperbole les propriétés que nous avons trouvées pour l'el- 
lipfe. Premièrement, puifque dans l'ellipfe la diftance des foyers 

au centre étoit Va 1 — b l , on aura pour l'hyperbole C F = C G 
= V~â* 6'- ; donc F P = * - V^~^fc , & G P = x 
-4- Va- -h b x s & puifque ^ l = — h , on aura 

FM = + x - + iL_£l - 2 * > - g *gï±H — a , 

& G M = f/^ a 1, -h •+• *' -H a x ^"4-"^ 

= _ — . 1» A Ayant donc mené de l'un Ôc l'autre 

foyer, à un point M de la courbe, les droites F M, G M, 
on aura F M -H A C = C P C X A C F , & G M — A C 

= C P c x A C F ; donc G M — F M = 2 A C. Nous 

avons vû que dans l'ellipfe la fomme de ces deux lignes eft 
égale au grand axe A B , on voit ici que dans l'hyperbole leur 
différence eft égale à l'axe principal A B. 

an. Par -là on peut auffi trouver la pofition de la tangente 
MT ; car toute ligne du fécond ordre donne cette propor- 
tion CP:CA::CA:CT: donc CT = , ôc 
PT = JZL-JIL = «LU. Donc MT = -J- ^b^xh^y 

x b x b* x J 

mm Va* a» ^ *» *» — Mais F M x G M 

V X 

- ; donc MT - ff x Ci M. 

De plus , F T = VcT+b* — ôc G T = V^Tgl 

4- — — ; donc FT:FM: GT : G M :: a : x ; 

donc FT: GT :: FM : G M, ce qui fait voir que l'an- 
gle F M G eft partagé en deux également par la tangente 
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M T , ôc que F M T = G M T. La droite C M prolongée 
fera un diamètre obliqu'angle qui coupera en deux parties éga- 
les toutes les ordonnées parallèles à la tangente M T. 

212. Si du centre C on mené une perpendiculaire CQ fur 
la tangente, les tiois lignes TM, PT, PM feront entre elles 
refpecuvement , comme les trois lignes CT,TQ, CQ; d'où 

même f - fi du foyer F , on mené fur la tangente la perpendicu- 
laire F S , les trois lignes TM, P T , PM feront refpeOi- 
vement , comme F T , T S , F S ; & par conféquent 
XS = *'JL FM , fie FS = ■ * xFM ; & fi de 

b m y'P M x G M V'F M x G M 

l'autre foyer G on mené à la tangente la perpendiculaire G s , on 

rp a 1 y x G M Ar Cl t b x G M. 

trouvera T s ^« ' 

donc T S x T j = — x -*.t— ^— = C T x PT, 
& TS : CT :: P T : T* , 6t FS x Gs mm bK Mais 
parce Q S m Qj, on aura 



^ TSxTi <'yxFM-f GM ^ « y *^jt-Al_ O f { 

V^O t t _ ./cm v fi M" & t/F~M x G M 



ztx^FM x GM" t |/F M x G M 

4 » fr 4 + |4 ji« -+■ a* b* y* 



donc CS = CQ + Q S = bl x F m x g m 



«i fr4 -h «« » x » »— _ «» -4 - *' * *» ^ « 4 - — 
— ï» x F M x G M F M x G M 

On aura donc, comme dans l'ellipfe, la droite CS = a = C A , 



de plus, CQ + FS= - /^^ » * P* confé « uem 



CF + FS - CQ= j 



donc fij du foyer F on mené à 4a tangente la parallèle F X , 
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qui coupe la perpendicula ire C Q prolongée en X > on aura 

, propriété femblable à celle qu'on a 

trouvée pour rellipfe. 

215. Si par les fommets A ôc B on mené fur l'axe des per- 
pendiculaires , qui rencontrent la tangente en V ôc v , à caufe 

de AT = JLÏL-TEl,* BT on aura 
PT : PM :: AT : AV :: B T : B v , donc j 

AV — — , ôc B^ = — ;,donc ; 

AV x Bv= h " **' 7*' = fr , ou AVxB;; = FSx G;. 
D'ailleurs, PT : TM :: AT : TV :: BT : T v ; donc 

TV= * x7=r7 -xKFMx GM, ôc Tv= h * 

x y x y 

x y t M. x G AT; donc TVxTv = -^xFMxGM 

= F T x G T. De la même manière , on pourroit ici déduire 
plufieurs autres Corollaires. 

214. Puifque C T = ~- $ il eft clair que plus l'abfcifle 

C P = x fera grande , plus l'intervalle C T fera petit : 6c par 
conféquent la tangente à la courbe prolongée à l'infini, pafTera 
le centre C, 6c on aura CT = o. Mais parce que tang. 

PTM = tt-t~ ~ !* * y I e P oint d'attouchement M étant 

infiniment éloigné , ou faifant x = 00 9 on a y — ~- 

Vx* — a- = — . La tangente de la courbe prolongée à 

l'infini paflera donc par le centre C, ôc fera avec l'axe un 

angle A C D dont la tangente fera — . Élevant donc fur 

l'axe , au fommet A , une perpendiculaire • A D = b f la droite 
C D , prolongée de part ôc d'autre à l'infini , ne rencontrera la 
courbe nulle part , mais la courbe s'en approchera toujours de 
plus en plus, de forte qu'à l'infini elle fe confondra entière- 
ment avec elle , de même la partie oppofée C k de la même 
droite fe confondra dans l'infini avec la branche B k. Si, de 
l'autre côté de l'axe, on mené fous le même angle la droite 
KG/*, elle aura les mêmes propriétés par rapport aux bran- 
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ches B K ôc B / prolongées à l'infini. Ces lignes droites , dont 
une courbe s'approche continuellement fans pouvoir les ren- 
contrer au'à l'infini , s'appellent afymptotes reclilignes , les droi- 
tes I C fc , K C i font donc les afymptotes de l'hyperbole. 
L'afymptote fe peut définir encore plus exactement une ligne , 
qui étant indéfiniment prolongée , s'approche continuellement 
d'une portion de courbe aulfi prolongée indéfiniment > de ma- 
nière que fa diftance à cette courbe , ou portion de courbe , ne 
devient jamais zéro abfolu , mais peut toujours être trouvée plus 
petite qu'aucune grandeur donnée. 

217. Les afymptotes fe couper* donc mutuellement, ôc font 

inclinées à l'axe fous un angle dont la tangente = ôc la 

tangente de l'angle double = — v > cc rç 1 " ^ c vou " S 06 
l'angle d'interfedion des afymptotes eft droit lorfque b = a ; 
dans ce cas, l'hyperbole s'appelle équilate re. Puifq ue AC = a, 
A D — b , on aura C D = c à — Va 1 -+- b 2 - ; c'eft pour- 
quoi fi du foyer G on mené fur l'une ou l'a utre afym ptote la 
perpendicuiaire G H , à caufe de C G = Va* -+- b x — C D , 
on aura C H = A C = BC=**,ôcGH = £. 

21 6. Qu'on prolonge de part Ôc d'autre l'ordonnée M P N 
3= 2 y jufqua ce qu'elle coupe les afymptotes en m ôc n ; ort 

aura P m = P n = ôc Cw = C» = ^ïl^'-. 

= FM + AC = G M — AC. On aura , de plus , 
Mm = N« = bx ~ ay ,N W = M»= bx ; 

donc MmxNm=MmxM»= ^ = b* , 

parce que à 1 y~ = b % - x z — - a* b 1 : on aura donc partout 
M m x N m =MmxM»=N»xNw = NnxM» 



— b 1 = AD. Qu'on mené du point M la droite M r parallèle 
à l'afymptote C d , on aura cette proportion , mn = * * * : 

C „ = «gEEE : : M m == ^T gy : ™ ' ; donc 



4 — a 



_ _ b x — <jf x +'M . 

« r « M r = m > & 



Cm— • |«r = Çr = g ; donc 

Mr x C r 
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r x C r = — = 4 ' ou 

ayant mené par A une droite A E , parallè le à l'afymptote Cd, 
on aura A E = CE = 7 Va 1 ôc par conféquent 

M r x C r = A E x C E ; qui eft la principale propriété de 
l'hyperbole rapportée à fes afymptotes. 

217. Si on prend donc fur une des afymptotes les abfcifles 

C P = x , dont l'origine foit au centre C , 6c qu'on fafle les Fi g- 
ordonnées P M = y , parallèles à l'autre afymptote , on aura 

yx = *' 7 *' y ayant AC = BC = g, 6c AD = A<i=6; 
ou , fi on fait A E = CE = A, on aura y x = h x , ôc 
y — — — . Faifant donc * = o,ona_y=oo,ôc réciproque- 
ment faifant x = 00 , on a y = o. Qu'on mené préfentement 
d'un point M , de la courbe , une droite quelconque Q M N R, 
parallèle à une droite G H menée à volonté , ôc qu'on fafle 
C Q = r , Q M = v ; ou aura G H , C H , C G , qui fe- 

C H 

ront entre eux , comme v,PQ, P M ; donc P Q = g H x v ; 
ces valeurs étant fubftituées , on aura 

CG CHxCG , 

"g h~ x ' v — ==n x v = h > °* 

G H 

» 

^ — * *v ■+■ °" ^ x * — o. 

, C.H C H x G C 

L'ordonnée t/ aura donc deux valeurs; Ravoir, QM ôc QN, 

G H 

dont la fomme fera - g ^ x r = QR , Ôc le rectangle "3 

■ 

Q M x QN «= -~— ^ — x *». 

,x - ^ C H x C G 

218. Puifque QM + QN = QR, il eft évident que 
QM = RN, & QN = RM. C'eft pourquoi fi les 
points M Ôc N fe réunifient, ce qui rend tangente la droite 
Q R, elle fera coupée en deux également au point de con- 
tact , c'eft-à-dire , que fi une droite X Y , terminée par les 

Sf 
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deux afymptotes, touche une hyperbole , le point ce contact Z 
fe trouve au milieu de cette ligne. AUlfi lî du point Z on 
mené Z V , parallèle à l'autre afymptote 3 on aura C V =• V Y, 
ce qui donne un moyen très - fimple pour mener une tangente 
à un point quelconque d'une hyperbole dont les afymptotes 
font données î car , après avoir mené* la parallèle Z V , il 
fufrira de prendre V Y = C V ; & la droite menée par Y 
& le point Z touchera l'hyperbole en ce dernier point. De 

ce que C V x Z V = /;* = - — - , on concluera que 

CXxÇY = a 1 = CD = CD x Cd : 

c'eft pourquoi fi on menoit les droites D X & d Y , elles 
feroient parallèles entre elles, ce qui donne une autre manière 
facile pour mener des tangentes. 

» i 

G H 

219. Enfuite puifque le rectangle Q M x Q N = é h x cg x ' 

il eft clair que quelque part qu'on mené QR, parallèle à H G, 
le rectangle Q M x Q N fera toujours de même grandeur. On 
aura donc aufli Q M x Q N = Q M x MR = Q N x N R 

*= c H ^"c G x ^ l on c 0 "^ 0 " donc une tangente pa- 
rallèle à QR, dont la moitié comprife enfte le point de con- 
tact Ac une afvmptcte foit appellée q , on aura toujours Q M 
xQiN-QM x MR = RMxRN«RNxNQ = ^, 
qui cft une propriété remarquable de l'hyperbole entre fes 
afymptotes. 

Ces propriétés ont aufli lieu par rapport aux -hvpcrboles cp- 
pofée.s comparées entre elles : car , par le point M d'une hy- 
perbole , foie menée à l'hyperbole oppofée la droite M q r n , 
& fa parallèle G h , ôc foient C q=- t } M 7 = v ,• à caule 
des triangles femblables C G h , P M q , on aura P M = y 

C G K „ _ C h 

■sas q H x v , & P q — x — t = —q i~ x v ; ce qui donne 

C h 

x = t H- x v. Mais puifque x y = h* , on aura. • • «: 

C G C G x C fe >. 

x t v -h - __Lr— - x = h* y ou 

G A 

Cft G C x C A 



G A 
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a 20. L'ordonnée v aura donc deux valeurs M 7 6c — qn> 

la valeur q n étant négative , parce qu'elle va de l'autre côté 
de l'afymptote C P prife pour axe. La fomme de ces deux ra- 
cines M q — qn = ~- x t = — q r , & par confé- 

quent q n — q M = q r , ce qui donne M q = r », & 
qn = Mr. On voit aufli , par l'équation trouvée , que le pro- 

duit des racines — 4M x q » = ^ ^ G h - ■ x k*i 

7 7 C G x C A * 

ou^Mx^» = ^M x r M — r n x ^ » = r» x rM 

G A 1 

« — — - x A 1 . Ces rectangles conferveront donc tou- 

jours la même grandeur , quelque nombre de parallèles M » 
qu'on mené à G h. 

Si on fe donne la peine de combiner ces propriétés particu- 
lières des fe&ions coniques avec leurs propriétés communes, on 
verra que le fond des propriétés de ces courbes eft inépuifable. 



" CHAPITRE IV. 

Des branches infinies des courbes & de leurs ajymptotcs. 

221. A Près avoir traité aflez au long des propriétés des 
lignes du fécond ordre , je me contenterai d'ou- 
vrir des voyes générales pour procéder à la recherche de celles 
des ordres fupérieurs. 

Je parlerai d'abord des branches infinies & des afymptotes , 
parce que c'eft par le moyen du nombre , de l'cfpece & de la 
pofition de ces branches, que les courbes du même ordre fe 
divifent en genres ôc en efpcccs. 

222. On a vu ( N 1 . 135.) que fi l'ordonnée, ou l'abfcifTc , 
on toutes les deux peuvent être fïJ^pofées infinies , la courbe a 
quelque branche infinie : or , dans cette fuppofition , le plus 
haut membre de l'équation étant infiniment plus grand que les 
autres, on pourra négliger ceux-ci, & le plus haut membre fera 
le feul auquel il faudra faire attention. Il fera compofé au moins 
de deux termes ; car , s'il n'y en avoit qu'un , les autres difpa- 
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roiflant } parce qu'ils font infiniment petits en comparaifbn de 
celui-ci , il arriveroit que le plus grand terme de l'équation fe- 
roit égal à zéro ; ce qui eft abfurde. 

223. On pourra trouver le plus haut membre* de 1 équation 
par le moyen du parallélogramme de Newton , comme on la 
enfeigné ( Setfion précédente ). Ce plus haut membre étant donc 
égalé à zéro , les racines réelles ou imaginaires , égales ou iné- 
gales de cette équation , qu'on trouvera par la Méthode des 
iuites ou autrement , ferviront à découvrir les branches infinies. 

224. Je divife l'équation en membres P, Q, R, S, ôcc. 
de forte que le plus haut membre P renferme tous les termes 
dans lefquels les expofans des variables x Sx. y , dans le même 
terme , font la môme fomme n : le fécond membre Q con- 
tient les termes où la fomme des mêmes expofans eft » — 1 : 
le troifiéme membre R, ceux ou cette fomme eft n — 2 : le 
quatrième S , &c. 

22). i°. Si le plus haut membre de l'équation n a aucune raci- 
ne réelle, (ce qui ne peut arriver, à moins que fexpofant n'en 
foit un nombre impair ; , je dis que la courbe n'a aucune bran- 
che infinie i car, fi elle en avoit quelqu'une, on pourrait fup- 
po er au moins une des variables infinie; par conféqutnt le plus 
haut membre fercit évanouir tous les autres : mais par la fuppo- 
fition , ce plus haut membre na que des racines imaginaires, 
donc l'équation n'auroit que des racines imaginaires , donc , 
&c. ainfi dans l'équation du fécond ordre a y 1 -+- bxy -+- c x l 
H-dy + r x -+- g = o > fi ^ > 4 « f , le plus haut 
membre a y- -4- bxy +f * l n'a aucune racine réelle, ftc 
par confiquent la courbe n'a aucune branche infinie, c'eft-à-dire , 
qu'elle eft une ellipfe. 

226. 2 0 . Si le plus haut membre n'a qu'une racine réelle 

a y — b x , c'eft-à-dire, Ci P = a y — b x x M , M étant une 
fonction du degré n — 1 de x & y , qui n'ait pas de fatleuf 
/impie réel. Faifant x ou y , ou l'un & l'autre infinis , on aura 
M = 00" — » ; Q pourra ê^e un infini du même ordre, mais 
R , S , &c. feront d'ordres inférieurs ; par conféquent l'équa- 
tion P -4- Q -4- R= o pourra fublifter Ci a y — b x vaut une 
quantité finie , ou zéro , donc la courbe s'étendra à l'infini. 
Soit donc a y — b x = p, par conféquent ^M-+-Q-4-R-+-S, 

&c. b= o, & p == ~" Q S ' &c ' : & puifquc l'infini M 
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eft d'un ordre fupérieur à R & S, on aura R ^* &c ' = o ; 

donc p — 't mais parce que a y — b x = /> , on aura 

-2-=*= ~ H == 4" > à caufe de * = co ; donc y : .v :: 

* o a x a 7 ' J 

b : a; ainfi on aura la valeur de p , Ci dans la fraction 

on fubfîitue b pour y , & « pour a\ Cette valeur trouvée de 
p formera une équation avec a y — b x , qui fera contenue 
dans l'équation propofée 9 fi la courbe s'étend à l'infini , ôc 
cette môme équation exprimera une portion de la courbe infinie , 
par conféquent , puifque cette équation cft à la ligne droite , il 
s'enfuit que cette courbe fe confond dans l'infini avec une ligne 
droite , qui en eft afymptote ; donc cette courbe aura deux 
branches infinies oppofees , dont cette droite prolongée , par fes 
deux extrémités , fera afymptote. 

227. 3 0 . Si le plus haut membre a deux facteurs fimples 
réels : ou ils feront égaux , ou ils feront inégaux. 

Si P = *^ — b x x c y — d * x M , les deux fadeurs 
étant inégaux , l'équation pourra fubfifter , fi l'un ou l'autre fac- 
teur vaut une quantirc finie, c'eft à dire, pour les abfcuTes , ou 
pour les ordonnées infinies Soit donc a y — b x — p , on aura 

dans l'infini - y - = --, & p = — ~~ Q , & à caufe 

des facteurs inégaux , b c — a à ne peut devenir zéro , non 
plus que M , qui n'a aucun facteur fimple réel , ce qui déter- 
mine à p une valeur finie, ou zéro, fi Q s'évanouit, ou a pour 
facteur a y — b x, C'efl pourquoi , à caufe de ce premier fac- 
teur réel fimple, la courbe aura une afymptote, dont la rofition 
eft indiquée par l'équation a y — b x — p. 

Par la même raifon , à caufe de l'autre fadeur fimple réel , 
elle aura une autre afymptote , qui fera reprélentée par l'équa- 
tion c y — dx = q, après qu'on aura toujours fubftitué d pour 
y,&c pour x ; ainfi la courbe ayant deux afymptotes droites 
aura néceffairement quatre branches infinies , ce qui a lieu dans 
l'hyperbole. 

228. Si les deux fadeurs font égaux, de forte que 

P-flj — bx x M, ou Qy m K» b x es - . 

S f iij 
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AI a pour dîmenfions n — 2 ; donc puifque les dîmenfions dé 

S font» — 3 , on aura dans le cas de l'infini = o; ôc par 

conféquent a y — b x = 



— Q R _ — q 



M M M x p y^Tqx 

xpv + fl* jf. : mais — S U & font des 

fondions de nulle dimenfion de x ôc y , c'eft pourquoi puifque? 
dans l'infini y : * î: bi a, fubftituant la féconde raifon pour la 
première , c'ell-à-dire , b pour y , 6c a pour x , ces deux fonc- 
tions deviendront des quantités confiantes. Soit donc , après 

cette fubftitution, Q = A , ôc =B ; ôc on 

M X p y -h q x n 

aura a y — b x = — A y. p y -\- q x — B, qui eft l'équa- 
tion pour la courbe avec laquelle celle de l'équation propofée 
fe confondra enfin dans l'infini. Mais, puifque p ôc q font des 
quantités arbitraires , foit p — b, q = a, 6c qu'on prenne un 
nouvel axe qui fàfTe à l'origine des abfcifles un angle dont la 

b f> 

tangente foit — , 6c par conféquent le finus —-r=====- , 6c 
le cofinus — ■ — — : on aura a y — bx — v Va 1 b 1 • 

Va* -4- *» J 

b y ->r a x — t Va 1 H- b 1 , 6c fubftituant ces valeurs dans 

A t 



l'équation précédente , elle deviendra t/ 1 ==■ — 

"+" "T~-f-"T^ = 0 ' C 1 U1 e ^ " k P araD °l e ' Ainfi, dans l'infini, 
la courbe propofée fe confondra avec la parabole ; elle aura 
donc feulement deux branches infinies dont l'afymptote ne fe- 
ra pas une droite > mais la parabole exprimée par l'équation pré- 
cédente. 

22p. Si A = o , ce qui arrive lorfque le fécond membre Q 
manque , ou eft divifible par a y — b x , l'équation n'eft plus a 

la parabole , devenant alors v l H — % = o , dans laquelle 

il y a trois cas à examiner : le premier , lorfque B eft une quan- 
tité négative , ce qui réduit l'équation précédente a cette forme 
^4* — p- =z o , qui a deux racines v — f = 0 6c V -H /== O j 
qui repréfentent deux lignes droites parallèles qui feront afy m prê- 
tes de la courbe qui , par conféquent , aura quatre branches infinies. 
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3 30. Le fécond cas.fift lorfque B eft une quantité pofitive : 
alors l'équation v* -+- jWtft impoflible , & pat conféquent la 
courbe n'aura point do branches infinies. 

251. Le troifiéme cas, eft lorfque B = o, qui nous laifle 
incertains fur la forme de la courbe , fi nous n'avons recours 
aux termes fuivans. Qu'on fafle donc , comme ci - devant , 

-i - T» 4 = A x *y + **> -w = B > & < P uifc i uc s ' 

T , V , &c. font des fonctions des dimenfions n — 2 , 
„ — 5 , „ — 4 , & c . n — 1 repréfentant les dimenfions de M , ) 

r . S xby-hïx „ T x by + ax V x Ty~+~ax -, 

foient M = C, — M — ^D, M = E > 

5 1 . c 

&c. l'équation — bx •+■ A x £^ -f- a * -h B -+- -jt^^" 
•H ^rrrlk— 7 -+- - ■ E } -h &c. = o exprimera la nature de la 

b y -t- a x b y ■+■ ax 

courbe , dont une portion infiniment diftante , fe confondra avec 
la courbe propose : on trouvera cette portion en fuppofan t 

b y -H a x infini ; car , quoique 'dans la courbe infinie ay — bx 
ait une valeur finie, ou infinie d'un ordre inférieur à oo 1 , cepen- 
dant b y -h a x a toujours une valeur infinie. 

Rapportons préfentement l'afymptote trouvée a un autre axe , 
& prenons labfcifle - ' ~ fc _L r- « t , 6c l'ordonnée 

Va 1 -h b* 

b x v , & p Qur a ^ ger f 0 i t i/ a i b 1 = g, 

Va* -+- b* 

on aura 1 équation v z -H — ~ H — — r H — ^ 5 ^- 1 ^ 4 ,» 

H - E — &c. = o ; ainfi , parce que dans le cas en 

c 

queflion , A = o , ôc B — o , 1 équation devient v- -h — — 

-4- &c. = 0. Si C eft réel, faifant 



d , E 



■ g* **' g ' •» 
f infini , les termes h -77^7- &c - s'évanouiront 

vis-à-vis de , & on aura v 1 •+- gl , = o , équation 

qui exprime la nature de la courbe avec laquelle la propofée fe 
confond lorsqu'on fait t = w. Or, cette équation donne* • • 
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v = ~ ^~^tt~ ; donc Ia cour m aura deux branches in* 
finies du même côté de Taxe. 

252. Mais fi C = o , il faut prendre cette équation» ••• *1 
v 1 H 4 P t> = o , qui préfente encore trois cas : le pre- 
mier, lorfque D eft une quantité pofitive, dans lequel l'équa- 
tion étant impolfible , la courbe n'a aucune branche infinie ; 
le fécond, lorfque D eft une quantité négative, par exemple, 

fi -y = — // , alors v v = J^- ; ainfi , foit que 

t ssa -+- 00 | foit qua> t = — 00 , l'ordonnée x; aura deux 
valeurs évanouilfantes , une pofitive Ôc une négative ; donc la 
courbe aura quatre branches infinies : le troifiéme , lorfque D = o , 

où il faudra prendre l'équation v* H f ' — = o , qui fe 

trouve dans le même cas que la précédente : ainfi il faudra 
contiouer cet examen , en prenant toujours le terme qui fuit 
immédiatement celui ou ceux qui manquent. 

2 ïî« 4°. Si le plus haut membre de l'équation à trois fac- 
teurs fimples réels , il eft clair que s'ils font inégaux , ce que 
nous avons dit d'un feul fadeur , aura lieu pour chacun d'eux : 
Ôc la courbe aura trois afymptotes droites , ôc fix branches infi- 
nies. S'il y a deux facteurs égaux, il faudra s'en tenir, pour ceux- 
ci , à ce que nous avons déjà dit au fujet de deux fadeurs 
égaux , ôc le troifiéme inégal fera dans le cas d'un feul (acteur. 1 
Jl ne refte donc plus qua développer le cas des trois fadeurs 

égaux. Soit donc P = ay — b x x M ; Péquation P -4- Q 
+ K + S, Ôcc. = o ne peut fubfifter dans l'infini , à moins 

que a y — b x n'ait ut\e valeur finie , ou infinie d'un ordre 
au - de flous de 00 3, afin que la puiflance de l'infini > dans la- 
quelle fe change le membre P , devienne moindre que oo" ; 

ainfi on aura dans l'infini = — • 

234. Il faut examiner fi le fécond membre Q a le même 
fadeur a y — b x , ou fi ce membre manque , ce qui revient 
au même , parce que zéro admet un fadeur quelconque. Si Q 
n'eft point divifible par a y — bx, les dimenfions de Q étant 

n — t. celles de M , n — 3 > on aura fondion 

do. 
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de nulle dimenfion , ainfi fuppofant -J- = - b - , elle devien- 
dra une quantité confiante , que j'appelle A, on aura donc 

— j % 

a y — iA? -h A x a x -\- b y = o, les autres termes s'éva- 
nouiflant dans l'infini. La courbe exprimes par cette équation , 
fe confondra dans l'infini avec celle* de 1 équation propoîée. Pour 
la connoitre plus exactement , je la rapporte à un autre axw* , dont 

l'abfcifle foit t = S*Jt±JL f & l'ordonnée v = ay " b * , 

o s 

ce qui donnera vi H j — = o , Ôc fi on fait t = oo , cette 

équation donnera une portion infiniment éloignée de la courbe 
propofee. 

23$. Si le fécond membre Q eft divifible par a y — b x, 

» 

il faut examiner s'il ne ren point auflî par a y — b x. Je fup- 
pofe d'abord qu'il ne le foit point , 6c je prends la fonction de 

nulle dimenfion — — ^ , qui donne la 

a y — bxxax-*-byxM 

quantité confiante A , & on aura a y — b x •+- A x a y — b x 
x a x -H b y H ^ — H — H ôcc. — o. Si R eft divifi- 

B 

ble par a y — b x , on aura — = B x a y — b x, finon 

= B x a x •+■ by : mais -jp fera une quantité confiante , 
que j'appelle C. Ainfi , rapportant cette équation à un autre 
axe, comme ci -devant, on aura v* •+• — K -+- 1 * v 

s o 
C , A t v . B t , C 

•4- -jr = °> ou v> h g - m -t- — - -jr~ = o. 

Et parce que r = oo , les derniers termes s'évanouifient , Ôc 
on a , dans le premier cas , vi •+- A ' * -H - B v~ = o , qui 

A t 

fournit deux afymptotes v === o , 6c v 1 -4- — -— =r o , dont la 

première eft une droite , la féconde une parabole. Dans le fé- 
cond cas, fi v a une valeur finie, l'équation deviendra* • • 

A r « B t rt — B . 

— -j- — — = o ; par conléquent v = — ^-^ — q'.i 

eft pour une droite. Mais fi -y a une valeur infinie , l'équation de- 
viendra v* H = o , qui eft à la parabole. Ainfi il n'y 

a aucune différence dans ces deux cas. 

Tt 
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21 6. Si Q eft divifible par a y — b x , félon que R. fera 
divifible par a y — A * , ou ne le fera pas, on trouvera 
une des deux équations fuivantcs 

, A v' Bu C . A v* B r 

H+- ï _-H_ + — r ^ 3 o,oa,x ( J+— +-JT-0: 

la première eft pour trois droites parallèles , fi les trois racines 
font réelles , ou pour une feule afymptote rettiligne , s'il y a 
deux racines imaginaires : il faudra faire attention fi ces trois 
parallèles , ou deux d'entre elles ne fe confondent pas. Le fé- 
cond cas , en faifant t = oo , ne peut avoir lieu , à moins 
que v ne foit infini , par conféquent le fécond terme s'éva- 
nouira vis-à-vis du premier, ôc on aura vi -H —~ = o , 

qui eft une équation pour une afymptote curviligne du troifiéme 

ordre. 

237. SiA = o,B = o,ôcC = o,il faudra avoir re-j 
cours aux termes Tuivans, qui donneront 

ôc parce que le troifiéme terme 6c les fuivans s'évanouifient , 

il reftera vi ■+- — - — = ^o ; fi D = o , on aura-.««j 
p 0 

vî -H fc , = o, & ainfi des autres ; & ces équations 

repréfentent les courbes qui fe confondent avec la propofée, 
lorfqu'on fait t = 00 ; 6c parce que î/* eft une puiflânee im- 
paire , elles ont toujours quelque racine réelle , ôc par confé- 
quent la courbe a quelques branches infinies. Cependant , dans 
les mêmes, la droite exprimée par v — o 9 fêta afymptote, 

parce qu'elle l'eft des courbes vl — — - — = Oj 6c 

vi -+- ~~~g~r~jï = o , ôcc. 

233. Si le plus haut membre de l'équation propofée a 
quatre facteurs fimples réels, il ne refte à examiner que le cas 

où tous les quatre font égaux. Soit donc Y—ay. — ùxxM, 
de forte que Al foit du degré n — 4 ; fi on prend, comme 

ci-devant, -J- = -~ pour avoir des quantités confiantes , 
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& qu'on change l'axe pour avoir t = * 5 y~- y - j & 
v = * - b x ^ oQ aura j es ^q Uflt j ons fuivantes , pour 
expreffions des afymptotes. 

2 jp. Si le fécond membre Q n'eft point divifible par a y — b x , 

on aura v* H A '* — - 0 . 

g 

340. S i Q eft divifible par a y — b x , fans l'être par 
a y — b *\ on aura v* H A ' ' v -f- = o , 

dans laquelle faisant t = 00 , l'ordonnée 1/ peut être une 
quantité finie ou infinie . ce qui donne deux afymptotes , la 

droite v -f- — ^r- = o, ôc la courbe v* -h A '* = o. 

1 1 > — » 

241. Si Q eft divifible par ay — bx, & non par ay — bx , 
& fi en même- temps R eft divifible par a y — £ x, on aura 

* 4 * -^T 2 - "7^" + = o. Si v eft fini, 

B v 

cette équation multipliéè par A g f devient •+- rjpx" 

C A t 

"t- g> A = o , fi t; eft infini , elle devient H — = o ; 

fi les racines de la première font réelles & inégales , elles 
fournit deux droites parallèles , fi elles font imaginaires , elles 
ne donnent aucune branche infinie; la féconde équation donne 
une afymptote parabolique. Si R n'eft point divifible par ay — bx, 

on aura t>« -t- - A ' v * + B -+- = o, & 

parce que le dernier terme s'évanouit lorfqu'on fait t = co , 
cette équation en fournira deux de cette forme v 1 - -H a t = o , 
par conféquent on a deux afymptotes paraboliques fi A l >4B, 
qui fe réuniffent en une , fi A 1 = 4 B , & deviennent ima- 
ginaires fi A* < 4 B. 

— — — — 1 

242. Si Q eft divifible par a y — b x ; félon que R 
& S feront divifibles par a y — b x , ou ne le feront pas , 
on aura les équations uùvantes 
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A vi B «« 

*4 H- — h —p- — 

La première équation repréfente quatre droites parallèles , fi 
toutes les racines font réelles & inégales, mais plufieurs raci- 
nes égales n'en repréfenteront qu'une , & les racines imaginai- 
res en feront difparoitre deux, ou toutes les quatre. Dans la fé- 
conde , à caufe de t == 00 , l'ordonnée v eft infinie , ce qui 
c t 

donne' v* H p- = o , qui eft une afymptote du quatrié- 

me ordre. La troifiéme équation donne v — = o , & de 

plus , x/3 •+- — o , qui donne pour afymptote une li- 
gne du troifiéme ordre. Dans la quatrième équation , fi r = 00 , 
v devient infini , on a donc v+ H r~- = o ; fi B eft 

pofitif, cette équation eft impoflible , s'il eft négatif, elle re- 
préfente deux paraboles oppofées au fommet , qui fe confon- 
dent dans l'infini avec la courbe propofée. 

245. On a déjà vû qu'il y a des courbes qui ont des 
afymptotcs rectilignes» & d'autres qui n'en ont que de curvi- 
lignes ; mais toutes les fois qu'une courbe a une afymptote 
rcdiligne ,. on peut trouver une autre courbe dont la même 
ligne droite fuit afymptote , & qui foit elle - même afymptote 
de la courbe propofée ; & ces afymptotes curvilignes expri- 
ment bien plus exactement la nature de la courbe, car elles 
font voir le nombre & la diredion de fes branches. 

244. Si le plus haut membre de l'équation n'a qu'un facteur 
Fig. tu fimple réel, de forte que P = a y — b x x M. Soit A Z 
l'axe de la courbe, l'abfcifle AP = *, l'ordonnée PM=j. 
Pour fimplifier l'exprelfion du facteur a y — b x , je prends 
un autre axe qui fait avec le précédent , à l'origine des abfcuTcs 

A , l'angle X A Z dont la tangente eft ~- , le finus 



— — -■ -t--=- , Ôc le cofinus — a ; jè prends la 

nouvelle abfciflê A Q ==■ t , & la nouvelle ordonnée QM = v, 
& ayant mené des co-ordonaées Pg, Vf parallèles à celles- 
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ci,- j'aurai = Q/= A ^ = -^= r , 

conféquent f = -f- Q# = * — * — , & 

v = M/ — Q / = — y ~ * ^— , & ainfi v devient 
fadeur de P. De- là je tire v = ' * ± bt , ôt 

✓ «» -h b* 

x _= — a t — * v lefquelles valeurs étant fubftituées dans 

y/ a* -+- b* ^ 

l'équation propofée , on aura l'éauation de la même courbe 

rapportée à l'axe A X. Pour repréfenter les réfultats de ces 

fubrtitutions plus brièvement, je fuppofe que les lettres, a , 

b y c,d, &c. tiennent lieu de tous les coefficiens. J'aurai donc 



M = 


at n ~ 


1 


-+- a t n 


v -t- at 


1 


x/ 1 -f- Ôcc-. 


Q = 

• 




t 


4- bt n ~ 


1 v + bt n ~~ 


3 


i; 1 H- &c. 


R = 


ct n - 


2 


-+- ci*- 


3 v -f- c x n ~ 


4 


•u 1 -h &c. 


S = 


if- 


i 


->r dt n ~ 


♦ v + d $ u "" 


J 


-y 1 -+- &c. 


T = 


et n - 


4 


m ■ 

-f- e t 






t; 1 •+- Ôcc. 



&c. 

Mais comme dans la recherche des afymptotes , il faut fup* 
pofer l'abfcifle t infinie, le premier terme de chacune de ces 
fuites fera évanouir tous les iuivans; ainfi on fe contentera d'en 
prendre le premier , ou a fon défaut , le fécond , au défaut 
des deux premiers , le troiiiéme , ôc ainfi toujours le premier 
qui fe trouve. ' 

Puifque la fonction M n'eft point divifible par v, fon 
premier terme ne fçauroit manquer : ainfi P -+- Q == AI x i> 

Q = a t* 1 v b t" ' 1 = o 7 ce qui donne pou» 

T t iij; 
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v une valeur finie, que j'appelle 7; c'eft-à-dire, que l'afympto- 
te fera une droite , parallèle « l'axe A X , & éloignée de l'in- 
tervalle /. Pre'fentement , pour trouver l'afymptote curviligne, 
qui approche davantage de la courbe proposée , on prendra 
l'équation Mxv-t-Q-t-R-4-S -h T -h ôtc. = o , 
dont on exprimera chaque membre par le moyen des fuites 
précédentes , mettant partout / au lieu de v , excepté dans le pre- 
mier terme , ce qui donnera a t n ~~ 1 v -+- b t " ~~ 1 -h^i'+^Z + c 
x t* ™ 1 -+- a fi -h b l* -H * l à x t n ™ 3 ôcc. = o ; 
mais l'équation a f n "~* 1 ^ •+• £ 1 = o donne av ~\- b 
x= v — / .* ainfi fubflituant cette valeur, on trouve v — / 
x r" ~~ ' -H a l l +H+7x ~~ 1 + <j/3 + i/ l +f/+ d 
x f" ~ 3 -h Ôcc. = o. Si. le fécond terme de cette équa- 
tion ne manque pas , on peut négliger tous les fuivans , ce qui 
la réduit fous cette forme v — / h ms o , fi le fécond 

manque, on prendra le troifiéme , & on aura v — / -+• = o; 

ou, au défaut du fécond & du troifiéme, v — / -f- -£-=o, 
& ainfi des fuivans; s'ils manquent tous, excepté le derrjier qui 
♦ eft une quantité confiante , l'équation fera v — / -+- -p~rr — o. 
S'ils manquoient tous abfolument, l'équation fe pourroit divi- 
fer par f — /, ôc par conféquent la droite , reprefentée. par 
v — l=o feroit une portion de la courbe. 

246. Si on fuppofe v — / = z, c'eft-à- dire , fi on prend 
les abfciûes fur l'afymptote re&iligne , toutes les afymptotes 
curvilignes qne peut fournir un feul fadeur du plus haut mem- 
bre feront compris fous l'équation générale z = , k défi- 

gnant un nombre entier quelconque moindre que l'expolànt ». 
Fig. 5j. Prenons donc pour axe l'afymptote droite XY, A pour l'ori- 
gine 'des abfciues, & ayant mené, la droite CD, nous aurons 
quatre angles , que nous défignerons par les lettres P , Q , R , 

ôc S. Suppofons auffi l'abfcifTe t infinie , ôc foit d'abord z = ~ : 

ôc parce que t étant négatif, z le devient , la courbe aura deux 
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branches E X & F Y dans les angles oppofés P & S , qui 
s'approcheront de la droite X Y , ce qui aura lieu toutes les 
fois que k fera un nombre impair. Mais fi K » 3 , ou fi 

z — — — , alors, (bit que t loit pofuif ou négatif, z demeure 

pofitif , ôc par confequent la courbe aura deux branches E X 
& F Y dans les angles P & Q , qui s'approcheront de la droite 
X Y i ce qui arrivera lorfque k fera un nombre impair quelcon- 
que , on obfervera feulement que la convergence fera d'autant 
plus prompte , que l'expofant k fera plus grand. 

247. Si le "plus haut membre a deux facteurs égaux ay—:bx; 
faifant le même tranfport à un autre axe, on aura 

P = -ha t"""* «* •+■ a ï 1 " -3 vi &c 

Q = bt n ~ l H- bt n - x u -4- bt*-* tr- -h *>- 4 v3-t-&c. 

R = ct n — % H- a""" 3 h •+- c t 1 —* H-f t n ~" i -+- &c. 

S = dt 1 — * H- d"—* u 4- Ât n ~*u* -f- dt n — 6 uï -f-&c. 

ôcc. 

De- là , fi le premier terme du membre Q ne manque pas > 
on tirera l'équation fuivante 

ai* - 1 *» -h ht* - 1 = o , 
ou a u z H- 3 / =5 o. 
Si ce premier terme manque, on aura celle-ci 

H — 1 , n — i n — z 

oud« l + ^« + f = o. * 

• 

Si la première au 1 -+• £ * <= o, a lieu, l'afymptote devient 
tine parabole , avec les deux branches de laquelle celles de la 
courbe propofée fe confondent dans 1 infini. Cette courbe aura . 
donc des branches dans les angles P & R, qui fe confondront F ; g< 6 ^ 
fdans l'infini avec celles de la parabole E A F» Si on trouve 
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la féconde équation a «* -+- b u ■+- c ~ o, fes racines feront, 
ou toutes deux réelles , ou toutes deux imaginaires : dans le fé- 
cond cas il n'y a point de branches infinies ; mais fi elles font 
toutes deux réelles, elles feront égales, ou inégale :. Soient d'a- 
bord les deux racines réelles inégales n = / , w = i , la courbe 
aura deux afymptotes droites parallèles, dont on cherchera la 
nature, comme ci- devant i c'eit-à- dire , puifque au 1 ■+- b u 

»f. g bss m — / x u — / , on mettra partout / pour u , excepté 
dans le premier facteur w — / , ce qui donnera c — - t x t 
xu — l+att-hbl l -*-clH-dx t n ~ 3 ai* + b h-*-c i* + dl-+-e 
x t* 4 -H &c. = o. Faifant donc t = co , fi le fécond ter- 
me ne manque pas, tous les fuivans s'évanouiront, 6c on aura 
pour afymptote v — / H = o ; ôc fi le fécond terme man- 
que u — / _i = o , & ainfi de fuite. S'ils manquent 

tous, excepté le dernier terme confiant, l'expreffion del'afymptote 
fera « — / H 1 1 — o. Mais fi les deux racines de l'é- 
quation a« l +^« + f = o font égales , c'eft- à-dire , fi a w 1 •+• b u 
c = u — /, fi on fubftitue / pour u dans les autres termes; 
l'équation fera u — /'x t 9 T 1 -h a tî -+- £ / r ~H- <■/-+-<* 

x t n — * â >~^f- bb-*-cl x -+-dl-+-e x /" 4 -+- &c. 
= o : ce qui donnera , fi le fécond terme ne manque pas , 
l'expreflion fuivante pour l'afymptote 



v — / H — = o. 

Si le fécond terme manque 

- » A_ = Q 

* *' 
Si le fécond ôc le troifiéme manquent 

v — ~ =o.&c. 



iufques-à 

; l g 

V esJ H- - ff -, = °- 

Si 
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Si tous les termes manquent, excepté le dernier qui eft conf- 
iant. Mais fi ce dernier terme s'évanouiflbit aufli, on auroic 

v — / = o , & par conféquent une portion de la courbe fe- 
roit une ligne droite, c'eft-à- dire, qu'elle feroit mixriligne. 

248. Quoiqu'il femble qu'on vienne de dénombrer tous les 
cas de deux facteurs égaux, cependant la dernière équation 
peut recevoir d'autres formes , d'où naiflent d'autres afymptotes. 

Cela arrive fi on trouve un facteur de r" * divifible par* — 7; 
car alors il faut, comme dans le premier terme, laifler u — /, 
6c ajouter , de plus , le terme qui fuit immédiatement , ce qui 
donnera les équations fuivantes, 



v — t -jr 



A x v — l 



jufques-à 



/ A x v — 1 , b 

v — / -H 4r — r 



• " ■ 

Mais fi le fécond terme manque , ou eft divifible par u — / , 

il faut avoir égard au * troifiéme terme , 6c s'il eft divifible par 

v — /, il fout y lauTer v — /, fie y joindre le terme fuivant, 

d'où résulteront les équations fuivantes 



A x v — /• , B 



A x v — i . B 



V — / -+- 



jufques-à • 

Si le troifiéme terme manque auffi , 6c que le quatrième fe 
puûTe divifer par v — / , ou fi le quatrième manquant , le cin- 
quième fe peut divifer v — /, ôc ainfi de fuite, on aura, pour 
repréfenter la courbe afymptotique , une équation de cette forme , 



A X V — ! L l 



B 
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dans laquelle l'expofant p eft toujours moindre que q , & q 

moindre que n — i . 

Suppofant v — / = z , toujes ces équations fe trouveront 

comprifes lpus cette forme zz — — p- -ry~ = o , qui 

fournit trois cas à examiner , félon que q > a p , q s= 2p, 
p <z 2p. 

6ï q > 2 p , cette équation en renferme deux, qui font 
z ~ = o , & A z ^ y = o : dont lune 6c l'au- 
tre a lifiu , en fuppofant t = oo ; car fâifant z = — ~- , la 

première devient —£7— — — — 1 j- > ou ' * 

A* — A 1 -+- At< — »> - = o , qui fera poflible , à caufe de 

q > 2 p , mais fera moindre que * "7 * • 
Mais fi z = At< B . y . , on aura 

B B B B 



R B — B •+- B t= o : 



A* t* * ' 

ce qui eft vrai, parce que le premier terme s'évanouit lorf- 
qu on fait t = ». Dans ce cas , fur la même afymptote recti- 
4igne, on en. a deux curvilignes, & par conféquent la courbe 
a quatre branches infinies. 

Le cas de q = 2 p donne z z — h ~j- wm o, 

fi A 1 < 4 B , elle eft imaginaire 6c ne donne aucune afym- 
ptote : fi A* > 4 B, elle donne deux afymptotes de la for- 
me Z m= _£-, 

Si g < % f , le terme du milieu de l'équation s'évanouit 
en faifant t = «o ; il refte donc 22 + — jj— = o , qui re- 

préfente une afymptote. Nous avons expofé la forme des afymp- 
totes précédentes , il ne s'agit plus que d'examiner celles qui 

font contenues fous l'équation zj.=— p— • 
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24.9. Je prends les abfcifles fur l'afymptote droite v = /, 
& je fais l'ordonnée v — / = z , ainfi toutes ces afymptotes 

curvilignes feront comprifes fous cette équation zz — — 

A^élignant un nombre entier moindre que n — 1. Quant aux 

branches infinies de ces courbes , fi* = 1 , ou fi 2 « = , 

parce que t ne peut être négatif , la courbe aura deux bran- 
ches infinies EJC ôc F X dans les angles P & R, ôc la même Kg. 64 % 
chofe aura lieu fi k eft un nombre impair quelconque. Mais 

fi k eft un nombre pair , par exemple 2 , ou fi z z = K il 

faudra voir fi C eft une quantité négative ou pofitive; dans le 
premier cas , elle ne fçauroit être réelle , 6c par conféquent la 
courbe n'aura par là aucune branche infinie. Dans le fécond» 
cas , la courbe aura quatre branches infinies qui s'approcheront 
de lafymptote X Y dans les quatre angles P , Q , R & S. F%. 4j. 

2$o. Suppofons préfentement que le plus haut membre de 
l'équation ait trois fa&eurs égaux : l'équation étant rapportée 
aux co-ordonnées 1 & v , de forte que v foit ce fadeur tri- 
ple , on aura < 

P= • • -h*t n ~*vi + at H ~*v*-h&c. 

S = dt n ~ 5 -r- dt* ~ 4 v -h d(*~ V -4- dt n ~ 6 vi df~ f v* ■+• Ôcc. 

Selon les différens états des membres Q & R , on trouvera 
les équations fuivantes 

* 

2* at n " t vi-hbt n ^' i v^ct m ~ % = o. 

£ at n — i vî+.bt*-*.v*+.ct n '- l v + dt n - i = Oi 

y u î) 
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La première équation devient a vi -4- b t 1 = o, oc par con- 
léquent cette afymptote eft une ligne du troifiéme ordre , qui 
Tîg. eu aura deux branchçs infinies A E & A F dans les angles P 6c 
Q , fi on prend les abfcnfes t fur l'axe X Y , ôc leur origine 
au point A. 

La féconde équation devient a -t- b t v t — o ; la- 
quelle fàifant t infini , fi v eft fini fe réduit à b v c = o , 
ôc fi v eft infini, av 1 + i( =s o, on a déjà vû que cette 
dernière équation eft pour la parabole , ôc pat confequent la 
courbe aura deux branches infinies qui s'approcheront de la pa- 
rabole. La première donne V — / = o , qui eft pour une afym- 
ptote droite dont on connoîtra la nature, en mettant partout / 

pour n , excepté dans b u -h* — v — /, ce qui donnera t n "~ 1 

x « — t"-* x a ir + ht + ïT+m 

x a b b n -+- c l* + dl-+-e , ôcc. — o ; par conféquent on aura > 
comme ci-devant , u — / -*--—> ou v — /-|--~- = o, ôcc. & la 

dernière équation qu'on pourra avoir fera v — / -+• ^ * , = o. 

Ainfi , dans ce cas , la courbe aura double afymptote , la droite 
que nous venons de voir , ôc en même-temps une parabole. 

La troifiéme équation <j«3 + i» l + fj = o, ne peut futa 
fifter fi on fait t infini , à moins gue u ne le foit auiïi ; c'eft 
pourquoi le premier terme faifant évanouir le fécond, il refte 
a w? c t = o , pour repréfenter l'afymptote , qui a deux bran- 
*$• ches infinies A É ôc A F dans les angles oppofés P ôc S. 

La quatrième équation a -h b -fr- cv d = o , re- 
préfente ou une , ou trois afymptotes droites parallèles , à 
moins que deux, ou les trois ne foient égales; pour en cher- 
cher la nature , foit d'abord v = / une racine inégale de l'équa- 
tion, ôc foit avi •+• bv % c v d — v — /x fv*-i-g b. 
Qu'on mette partout v = /, fxcepté dans le facteur v — /, 
on trouvera une équation de cette efj>ece 

t" ~ 3 x V^l A t 9 — 4 -H B $* - 1 C t - 6 H- ôcc. = o; 

• K 

ce <jui donnera une afymptote de la forme v — / = — — , 

t 

k étant un nombre moindre que n — 2. 
Si deux racines de l'équation <» v x + H» ,+ f v + <f = o, 
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font égales , de forte qu'on ait u — l x f v -+■ g pour l'expref- 
fion de ces deux racines; alors fàifant v = / , à moins que le 
fàcleur v — / ne fe trouve dans quelque membre, ou par- 
viendra à une équation de cette forme 



dans laquelle -f <: » — * > & /r < ^, cas déjà examiné : 
il ne -refte donc que celui où l'équation a trois racines réelles, 

telles que v — /, ce qui donnera une équation de cette forme 

ft. -» ' •.••Cf.:.: y 

Si P n'eft point divifible par t/ — / , on aura , en mettant / 

pour Vf v — / H- • 7- = o , fi P fe peut divifer une fois par 
y — / , on mettra partout / pour v , excepté dans ce fà£fceur » 
d'où naîtra une , équation de cette forme 



/' . A x v — l B 

v _ / h- p ^ 



•n 

9 étant moindre que » — 2 ; -j- elt le terme qui fuit im- 
médiatement le fécond, qui ne s'eft point évanoui en fài&nt 

v =5 i Si P ell divifible par v un / , & que Q ne le 
Jbit pas par t; — /, on aura 



. / . A x v — 1 . B 



Si le fécond terme fe peut divifer par v — */ , il faut aller 

par ordre jufqu'au terme qui ne fe peut pas divifer par v — i f 
& fi ce terme eft divifible par v' — / , il faut paiïer outre 
jufqu'à celui qui ne le foit pas. Mais fi ce terme eft divifible 

par -y — l, il faut aller au-delà jufqua un terme qui foit 
4ivifible par v — l, ou qui ne le foit pas. Dans ce fécond 

y. u iij. 
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cas on terminera l'équation , dans l'autre on pouffera plus loin 
jufqu'à ce qu'on parvienne à un terme qui ne foit pas divif*- 
ble par v — /.De cette manière , on trouvera toujours une 
équation qui pourra être contenue fous cette forme général© 



A x v — l B x v — l , C 



v-f + -^-^ -H -H — = o, 

dans laquelle r < n — 2 , q < r , 6c p < q. 

Cette équation en contient trois de la forme v — /= ou 

» K 

une de cette forme , 6c une autre de la forme v — / = -3- > 

ou une feule de la forme v — / = -t- : cette dernière a 

lieu fi 5 p > r, ôc 3 q > 2 r. 

Il peut aufli arriver que deux de ces équations daviennent 
imaginaires , 6c n'indiquent aucune afymptote. Nous avons déjà 
expliqué la nature des afymptotes repréfentées par ces équa- 
tions , excepté la dernière v — / = — 4— • Si k eft un nom- 



bre impair, elle donne la forme repréfentée dans la figure <f} e 
avec deux branches infinies E X ôc F Y dans les angles oppo- 
fés P 6c S. Si k eft un nombre pair , ce fera la forme de 
la figure 6+ 9 , où il y a deux branches infinies E X ôc F Y 
de pan ôc d'autre de l'afymptote droite X Y , dans les angles 
de fuitç P 6c Q. 

Exemple. 

aji. Soit propofée la courbe exprimée par l'équation 

yl ** x y — x — x y x^*-4-**-*-i=*=o, dont 

le plus haut mêmbre y* ** x y — x a un facteur fimple 
y — x , deux égaux * * , ôc de plus trois égaux ^3. 

Examinons d'abord le fadeur fimple y — x; faifant y = x, 
il viendra **y — x s — 2* + + 1 =0, c eft -à- dire, 

y x l \- = o , ôc parce que x eft infini, 

y —m m m O t qui eft une équation pour l'afymptote recUs 
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ligne BAC fàilànt un angle demi-droit B À Y avec l'axe X Y Tig. 70. 
à l'origine des abfcifles. Je tranfporte l'équation à cène ligne 

prife pour axe , en fâifant y = " & * = ' ~JL , 
ce qui me donne f équation 



-f- f X 1 1 « « X « » * t/ * X t * -+- M 1 

-+• : «4- 1 = o : 



& multipliant tout par 4 , 

— at 4 ^4- a « 4 

4-4 

dans cette équation , fâifant t = « , on rend » = o ; c'eft 
pourquoi tous les termes s'évanouiflent , excepté m — ai 4 ; 

donc l'exprefljon de l'afymptote curviligne fera u = — : ainfi , 

à caufe de ce fa&eur , la courbe aura deux branches infinies 
t>B, & cC. 

Les deux fadeurs égaux x 1 donnent ^= ■ xy * HLUl^T 1 : 

y* x y — 9 

prenant donc pour axe la droite AD , perpendiculaire fur X Y, 
on aura y — t , & x = u , d'où ré fuite l'équation 

t*v x — f3 «3 — r3» — tu* 1 = o, 

& failànt t infini , elle devient 

f 4 v 1 — 13 u 4- ï = o ^ 

d'où naiffent les deux équations u = ~ , & « «= -1- ; par 
conféquent ce fadeur fournit quatre branches infinies : l'équa- 
tion m — -j donne les deux d D , e E , & l'équation u = ~- 

les deux autres r D , o E. 

Des trois fadeurs égaux y* étant rapportés I l'axe X Y, on 
aura f=*Ôc^ = «,cequi produira l'équation 



- 1 
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faifan: t infini , elle devient ;î «3 -h u — o , ou u x » l •+• i = o j 
& parce que l'équation « = o eft impoflible , ïl s'enfuit 

qu'il n'y a ici que i'afymptote recYiîigne « ■=* o , qui rencontre 
l'axe X Y , dont la nature eft exprimée par.l'équation t 3 u = u 9 

ou « = ; ôc par conféquent ce facteur triple fournit feu- 
lement deux branches infinies^ Y ôc x X. La courbe propofée 
à donc en tout huit branches infinies; mais ce n'eft pas ici le' 
heu d'expliquer qu'elle eft leur liaifon dans un efpace fini. 

2J2. On a vii dans ce Chapitre qu'il y a des branches infi« 
nies de courbes qui s'approchent continuellement d'une afym- 
ptote re£liligne , comme il arrive dans l'hyperbole , d'autres , 
comme la parabole , n'ont point d'afymptote recYiligne. Dans le 
premier cas, les branches infinies s'appellent hyperboliques, ôc 
dans le fécond , paraboliques. Il y en a une infinité de l'une ôc l'au- 
tre efpece. Les différentes branches hyperboliques font repréfen- 
tées par les équations fuivantes , dans lefquelles on fuppofe t infini. 




A A 

Remarquez que — = A*- 1 ,— - — A t~ : , ôcc. Ôc que 

cette dernière maniete de repréfenter ces quantités,, eft employée 
par beaucoup de Mathématiciens dans le cas préfent. 

Les équations fuivantes , repréfentent les différentes brandie* 
paraboliques : 

a* = A t ; »3 m* A t ; == A ; ,* k* = A t > ôcc. 
u i = At*;u* = Af l ;» y = Ai 1 ;»* = Af*,ôcc. 
»4 _ AO;ui = At);» 6 ~ A*3;«7 -= Art, ôcc. 

• ■ 

Si les expofàns de t ôc u ne font . point des nombres pairs,' 
chacune de ces* équations rejpréfente au moins deux branches 
infinies ; fi ces deux expofàns font des .nombres pairs > il n'y a aut 
cune branche infinie, ou il y en a quatre : il n'y en a aucune fi 
l'équation eft impoflible, Ôc il y en a quatre, fi elle eft réelle. 

chapitré; 
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CHAPITRE V* 

De la figure des lignes courbes dans un ejpace fini. 

• 

ON a vu , dans le Chapitre précédent , la manière de cher- 
cher les branches infinies, & les afymptotes des courbes: 
nous allons faire voir, dans celui-ci, comment on peut trouver 
Ja figure qu'elles ont dans un efpace fini. Mais avant d'entrer 
en matière , il ne fera pas hors de propos de donner les dé- 
finitions des points finguliers , pour n'être pas obligé , dans la 
fuite, d'interrompre trop fouvent le fil du dilcours. 

2 £ 3. On appelle points finguliers ceux qui ont quelque chofe 
de remarquable qui les diftingue des autres points de la même 
courbe. 

2T4. Les points multiples font ceux qui font communs à plu- 
fieurs branches : celui qui eft commun à deux branches s ap- 
pelle point double , celui qui eft commun à trois , point tri- 
ple , &c. il eft donc clair que tout point multiple eft un point 
fingulier , mais les points fimples ne le font que lorfqu'ils de- 
viennent points d'inflexion , ou points de ferpentement. 

ajç. Le point d'inflexion eft celui où la courbe fe refléchit, 
de forte que les branches féparées par ce point ont leur con- 
vexité en fens contraire. On confidere dans l'analyfe une tan- 
gente , comme une fécante qui rencontre la courbe en deux 
points infiniment proches ; fuivant cette notion , une tangente , 
au point d'inflexion , rencontre la courbe en trois points , parce 
qu'elle ne fçauroit être tangente à une branche fans être 'fécan- 
te de l'autre : or, nous démontrerons, dans la fuite, qu'une 
droite ne peut rencontrer une courbe qu'en autant de points 
qu'il y a d'unités dans l'expofant de fon ordre ; par conféque/it 
les lignes du fécond ordre n'ont aucun point d'inflexion , ôc 
une tangente qui palTe par un point d'inflexion d'une ligne du 
troifiéme ordre , ne peut plus rencontrer cette courbe. Mais 
comme une droite peut rencontrer une ligne du quatrième ordre 
en quatre points , il s'enfuit que la tangente , au point d'infle- 
xion , peut encore rencontrer la courbe : or ii , dans ce cas , 
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on fuppofe infiniment petit l'arc compris entre les trois premiers 
points &. le quatrième., l'inflexion devient invifible , ôc la droite 
rencontre la courbe en quatre points infiniment proches, ce qui 
vaut deux attouchemens fimples ; ces points s'appellent points 
de double inflexion , ou points de ferpentement : en général , 
les points d'inflexion invifible font des points de ferpentement; 
ainfi les inflexions devenant toujours invifibles en nombre pair , 
il eft clair que les ferpentemens peuvent être multiples. 

2$ 6, Si un ovale, qui appartient à urte courbe, s'évanouit, 
elle fe réduit à un point conjugué : ainfi le point conjugué eft 
un point invifible détaché du refte de la courbe à laquelle ce- 
pendant il appartient, puifque fes co-ordonnées ont entre elles 
fe rapport exprimé par l'équation de la courbe. 

Le point double eft formé par deux branches qui fe 
coupent , & s'appellent nœud , ou par deux branches qui fe tou- 
chent , & fe nomme rebrouflement , fi les deux branches fe 
terminent à ce point, & ofculation, fi elles paifent au-delà. 

2 jS. Pour découvrir la figure des lignes courbes , par le moyen 
de leurs équations , il eft néceflaire de tirer de l'équation les 
valeurs de l'ordonnée qui répondent jl chaque abfcifle , & de 
diflinguer les valeurs réelles de celles qui font imaginaires , ce 
qui eft fouvent fort difficile lorfque l'équation eft d'an degré 
élevé. Pour faciliter , autant qu'il eft poflible , ces opérations 
on choifira l'axe le plus avantageux , & l'angle des co-ordonnées 
le plus convenable , pour réduire l'équation à la forme la plus 
fimplè,& enfin on prendra pour ordonnée celle des co-oraon- 
nées qui aura le moins de dimenfions dans l'équation. 

259. Si on demande la figure de la courbe repréfentée par 

1 équation cy z — xy* = x> •+- b x- , on trouvera^ 1 = — JZZT X — > 
& y = 4^ \ ^ x \^} ~- : d'où* il fuit qu'on doit prendre de 
Kg. 71. part & d'autre PM & Pw, chacun égal à J /~ xl ±jS ; 

mais fi .v = c , on aura y = ±1 J ^ x1 bx * ■ , c'eft-à- 

dire, que l'ordonnée y s'étendra à l'infini de part & d'autre; 
donc , fi À B — c y B K perpendiculaire fur A B > fera afym- 
ptote de la courbe. 
Si on fuppofe x négatif, c'eft-à-dirc , fi on prend P de l'autre 
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côté par rapport à A, on aura y = ±_ - - — » 

où les fignes de .v fe trouvent changés pour les dimenfiDiis 
impaires : dans ce cas , pendant que x demeurera moindre que 
les valeurs dey feront réelles & égales; mais l\ x=*t>, les va- 

leurs dey s'évanouuTcnt , parce qu'alors^ — J^—-^~^r~ = 0 » 

& par conféquent fi A D = b , la courbe paflera par D , puis- 
que l'ordonnée ne peut s'évanouir qu'autant qu'elle périt en naif- 
fant , c'eft-à-dire , qu'elle rencontre la courbe au point même de 
l'abfcifie où elle naît. 

Si x > è, l'expreffion =t ^5S5 devient 

imaginaire, ce qui fait voir qu'il n'y a aucune partie de la 
courbe au-delà de D. 

• 

Si on fuppofe y = o , l'équation réfultante de cette fuppo- 
fition , #3 + ^ jfi — o , aura pour racines — b , o , o , d'où 
on peut conclure que la courbe pafle deux fois par le point 
A , qui eft par conféquent un point double. Cette courbe eft 
une ligne du troifiéme ordre , dont B K eft l'afymptote, & qui 
a une feuille entre A & D. 

Si b s'évanouit dans la première équation de cette courbe, 
il reftera c y 1 — x y- = xi , alors les deux points A 6c D Fig. 7 * 
fe réunifient, le nœud s'évanouit, ôc la courbe a un point de 
rebroufic4fcnt en A , les deux arcs A M & A m fe touchant 
dans ce point. Cette courbe eft la ciflbïdc de Dioclès , B K 
en eft afymptote , & A B eft le diamètre de fon cercle géné- 
rateur. En eflèt , fi B R — = A P , élevant l'ordonnée RN,ôc 
tirant la droite A N, celle ci coupera l'ordonnée P M en M, 
qui fera un point de la ciflbïde , de forte que fi M eft un point 
de la ciflbïde, on aura AP : P M : : A R : RN :: Vk jl : 

VK B~7: I^BPl P , & par conféquent B P x P M 
j ________ 

= A P , c'eft-à-dire, c — * x y z — xi. 

Si préfentement on fuppofe b négatif, lequation devient Fi s . 73, 

c y* — xy* — xi b x - : la courbe pafle donc par le point 

D, comme auparavant, & prenant A B =_ <r , B K en eft 
afymptote : elle a un point conjugué en A , parce que, lors- 
que y s'évanouit, deux valeurs de x s'évanouiflent , & la troi- 

X x ij 
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fiéme devient égale à b ou A D. Toute la courbe , excepté ce 
point A . fe trouve comprife entre DQ & BK. 

260. Si on cherche la figure repréfentée par l'équation ••• •: 

a x — x % x x — b = y 1 , on trouvera = iz. I^a 1 — 

x — b * 

x — - — ; donc fi a; — o, y devient infini, ôc, par confé- 

quent l'ordonnée en A eft une afymptote de la courbe. Si 
Fig. 74. A B = b, ôc qu'on prenne P entre A 6c B, les ordonnées 
P M ôc P m prifes de part Ôc d'autre de l'abfcilTe A P font 
égales entre elles. Si x = b, les deux valeurs de y s'évanouif- 
fent, parce qu'alors x — b = o , ôc par conféquent la courbe 
pafle par B qui en eft un point double. Si AP>AB, alors y 
aura deux valeurs au point P , mais la valeur négative ôc la pofitive 
auront changé de côté par rapport à l'abfcifle , à caufe de l'inter- 
fection, des branches au point B. Si AD = a , le point P fe 
trouve en D ; ôc, d ans ce cas , les deux valeurs dey s'évanouit 
font , parce que V^a* — x 1 — o, ôc fi AP > AD, l'cx- 
prcfïion a 1 — x x eft négative , ôc les valeurs de y font impoflî- 
bles : ôc par conféquent la courbe ne païïe pas au-delà de D.. 

Si on fuppofe x négatif, on trouvera y — ±l V a- — x 1 
x b x . Si x s'évanouit, ces deux valeurs de y devien- 
nent infinies, Ôc ainfi. la courbe a deux branches infinies, qui- 
s'étendent vers les deux extrémités de l'afymptote . A K. Si x 
augmente , il eft évident que y diminue , ôc fi x =^g* , y s'é- 
vanouit , ôc par conféauem la courbe palîe par E , non prend 
= AD du côte oppofé. Si .v > a , y devient imagi- 
naire , de forte qu'il n'y a aucune partie de la courbe au-delà 
de E. Cette courbe eft là conchoïde des Anciens , M E m 
x eft la conchoïde fupérieure , ôc M B D B m eft la conchoïde 

inférieure. 

Si a = b , B devient un point de rebroulfcnient , ôc fi 
a < b., B devient un point conjugué. 

26 1. Si on demande la figure des lignes du troifiéme ordre 
qui font comprifës fous la première efpece : nous prendrons 
l'équation la plus fimple pour cette efpece, ôc nous regarderons 
comme ordonnée celle des co- ordonnées qui a le moins de. 
dimeniions , ce qui donnera une équation de cette forme 

2 _ » h y -f- a x* c x -h d — n* xi 
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h ±z. Vb* -t- d x -+- c x 1 ^ fl a." > — 'm- a* 



dans laquelle ni b , ni w ne peuvent être zéro. 

Ceft pourquoi lorfque la valeur de x eft telle qu elle rend 
ipofitive l'expreflion b 1 -4- d x c x 1 -+- a xî — n l * 4 , il 
•y a deux ordonnées ; mais lorfque cette expreflion s'évanouit , 
il n'y a qu'une feule ordonnée, ou les deux ordonnées de-, 
viennent^ égales; enfin, fi cette exjpreflion devient négative, il 
n'y a aucune ordonnée qui réponde à l'abfcifle. Mais fi «ne fois 
les valeurs de cette fon&ion font pofitives, elles ne peuvent 
devenir négatives , fans paiTer par le cas de nullité , ou d'égalité. 
Il y a deux cas où la fonction b 1 -+• dx c x 1 H-<**3 — n L n* = o : 
parce que fi x pafle certaine limite pofitivement, ou négative- 
ment , la valeur de cette fonction devient toujours négative. 
C'efl: pourquoi la courbe fe trouve toute renfermée dans un 
efpace qui répond à une partie déterminée de l'abfcilTe, au- 
delà defquellès bornes les ordonnées deviennent imaginaires. 

Suppofons que l'expreffion b* -+■ d x •+• c x z a xî — ri 1 x+ 
a feulement deux fadeurs réels, c'eft-à-dire, qu'il y a feule- 
ment deux cas où elle s'évanouit : ce qui arrive, fi on déter- 
mine l'abfciiTe dans les points P & S, ou on ne trouve qu'une .F»g» 71* • 
feule ordonnée. Ainfi,dans tout l'efpace P S, il y aura deux or- 
données- réelles, & au-delà de cet efpace, toutes les ordonnées 
feront imaginaires , ôc par conféquent toute la courbe fe trouvera 
comprife entre les ordonnées K k 6c Nn. L'ordonnée à l'o- 
rigine des abfcilîes A fera afymptote de la courbe , & par confé- 
quent là coupera en quelque point; car fi on fait o, on aura 

Vb x -£ d x ex 1 - -+• a xi — n l x* = b y 

donc y = — , c'eft - à - dire > y 00 , oi> > 

La courbe aurà^donc la forme repréfentée par 



— à 
2 * 



la -figure 16. 

Suppofons que l'expreffion b* ■+» d x •+■ ex 1 -*~a *f S— n l x* - 
ait quatre fadeurs limples, réels & inégaux, c'eft-à-dire, qu'il 
y ait quatre cas où elle s'évanouit. Il y aura donc quatre points' 

X x ù 'i 
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rig. 77 . P , Q , R , S dont les ordonnées , ayant été imaginaires 
fur la partie XP de l'axe, deviennent réelles lur la partie P Q: 
enfuite imaginaires fur la partie Q R , & réelles fur la partie 
RS; enfin, au-delà de S, elles font toutes imaginaires. On 
voit donc que la courbe eft compofée de deux parties déta- 
chées , dont l'une eft comprife entre K k & L / , l'autre entre 
les droites Mw, Nn. Et puifque les ordonnées font réelles 
à l'origine des abfciftes A , il faut qu'il foit pris fur une des par- ' 
ties de l'axe P Q ou R S. Cet ovale , détaché du refte de la 
courbe , s'appelle ovale conjugué. Si deux racines deviennent 
égales, 'deux des points P & Q, ou Q & R, ou R & S fe 
réunifient. Si ce font les deux premiers , puifque A fe trouve en- 
tre P ôc Q , l'une Ôc l'autre racine devroit être .v , ce qui ne peut 
être, parce que b ne fçauroit manquer. Si les deux points R 
ôc S fe réunifient , l'ovale conjugué devient infiniment pe- 
tit, ôc ne fait plus qu'un point conjugué. Si les deux points 
Q ôc R fe réunifient, l'ovale vient fe joindre avec le refie de 
la courbe , ôc y forme une feuille telle qu elle ejt repréfencée 
( Fig. 78 ). Si trois racines font égales , c'eft à - dire , li trois 
points Q, R, S fe réunifient, ils .formeront un point de 
rebrouflement ( 7p. ). 

262. Lorfque l'une des co - ordonnées n'a qu'une dimen* 
'fion, il eft facile de connoître la forme de la courbe; car 011 
a une équation de cette forme y = l J , P étant une fonction 
rationelle de l'abfcifie ; ai n fi quelque valeur qu'on donne à a:, 
l'ordonnée en aura touiours une feule correfpondante , & par 
conféquent la courbe accompagnera toujou». Taxe par u::e bran- 
che continue de chaque coté. Si la fonction P eft une frac- 
tion , il peut arriver que l'ordonnée devienne infinie en un 
ou pluficurs points . ôc par conféquent qu'elle repréfente une 
afymptote de Ja courbe , ce qui a lieu lorfque le dénomina- 
teur de la fonction P sévanouit. 

Soit y — -~ , fi on fait Q = o, les racines réelles 

de l'équation donneront les ordo/inées infinies : c'eft - à - dire , 
que fi une des racines x = f » on peut conclure cju'on ren- 
dra l'ordonnée y infinie, en prenant l'abfcifle éga!e a f. Si les 
ordonnées y etoient pofitives, pendant que a: furnafloit /, el- 
les deviendront négatives, lorfque f furpaficra x, &c par 
conféquent l'ordonnée deviendra une afymptote de lcfpece 
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A 

» = -j- : ce qui a lieu pour tous les fa&eurs inégaux. 

Si le dénominateur Q a deux facteurs égaux, tels que x — f\ 
alors les ordonnées pofitives dans la fuppofition de / > x , le 
feront encore dans la ruppofition contraire, & fi on fait x—f, 

l'ordonnée y fera une afymptote de l'efpece u z = Mais 

fi le dénominateur Q a trois fadeurs égaux , par exemple , 

* — /, alors les ordonnées, de part' & d'autre de celle qui 
devient infinie , auront difîérens fignes , comme dans le pre- 
mier cas. 

atf?. Scient à préfent les équations contenues fous lâ forme 

y x = — — ^q"— R , P , Q ôc R étant des fondions entières 

de I'abfcifie x. Chaque abfcifle x aura donc deux ordonnées, 
ou aucune : elle en aura deux fi P a > Q R , & aucune fi 
P 2 < Q R : ai nu dans la limite qui fépare les ordonnées 
réelles des imaginaires , on aura P 2 = Q R ; ce qui donne 

y = c'eft-à-dire , que cette ordonnée touche la cour- 

be en un feul point. C'eft pourquoi, pour connoître la forme 
de la courbe , on fera attention a l'équation P 2 — QR = o r 
dont les racines réelles donneront les points, ou les ordonnées- 
ne touchent la courbe qu'en un feul point. Qu'on remarque 
ces points fur l'axe , ôc fi toutes les racines font inégales , les 
parties de Taxe comprifes entre ces points auront alternative- 
trient deux ordonnées réelles ôc deux imaginaires ; ôc par con- 
féquent la courbe fera compofée d'autant de parties détachées - 
qu'il y aura de ces alternatives : de là les ovales conjugués. 

Si deux racines de 1 équation P* — QR = o deviennent 
égales, deux de ces points marqués fur l'axe fe réunhTent,ÔC 
les ordonnées réelles ou imaginaires qui répondent à cette par- 
tie de l'axe s'évanouiront. Dans le premier cas , on aura une 
courbe avec un nœud , telle qu'elle eft repréfentée ( Fi%. 78. ) • 
dans le fécond , un ovale conjugué fe réduit à un point cor>- 
jugué. Mais fi cette équation a trois racines égales , la feuille 
devient infiniment pente., ôc fe réduit à un point de rebrouf- 
fement {Fig. 79. ) ; s'il y a quatre racines, ou deux ovales fé- 
parés fe réuniront en un point, ou il y aura un noeud au point • 
fde rebrouflement , ou deux rebrowTemens oppofé* au fonimet^ 
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Un plus grand nombre de racines n'apporte prefque aucune dif- 
férence dans la forme de ces courbes. 

2^4. Si l'équation , qui donne la valeur de l'ordonnée y par 
le moyen de labicifTe * eft du troifiéme degré, ou d'un degré 
plus élevé, de forte que y foit cgal à une fonâion multiforme 
de x ; alors , ou chaque abfchTe aura autant d'ordonnées que y 
a de dimenfions dans l'équation , ou le nombre de ces ordon- 
nées fera diminué pairement. 11 y a donc toujours deux or* 
données qui commencent en même-temps à devenir imaginai- 
res, & avant que de le devenir elles deviennent égales. Dans 
ce paAVe , de l'imaginaire au réel , nahTent plufieurs variétés , 
qui font les mêmes que celles que nous avons déjà expliquées , 
ou qui en font compofees. 

25j. Si on prend plufieurs abfciiTes, tant pofitives que néga- 
tives , alors cherchant toutes les valeurs des ordonnées qui y 
répondent, on aura autant de points, par le moyen defquels on 
pourra tracer la courbe , & par conféquent connoître fa figure. 
Je vais éclaircir ceci par un exemple où les valeurs ne renfer- 
meront que des racines quarréts , quoiqu'elles foient tirées du* 
ne équation élevée. Soit donc 

* y = zt y 6x — x l ±z. V 6 x -h zt V16 — ** 

félon laquelle équation il y a huit ordonnées qui répondent à 
chaque abfchTe. Mais il eft évident que, fi on fait labfciiTe 
x négative , l'ordonnée fera imaginaire ; ce qui arrive encore fi 
labfcifTe x furpafTe 6 : c'eft . pourquoi toute la courbe fe ttouvs- 
comprife entre les limites x = 0 , 6c x= 6. On mettra donc 
fucceffivement pour x les valeurs, o> l ,2* 3 , 4, ; , 6, & on aura 
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Ainfi , félon les lignes des deux radicaux , les valeurs de y 
feront les valeurs correfpondautes à ces fignes dans la Table 
fuivante : 
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Les valeurs que donnent les quatre autres change mens de li- 
gnes ne différent de celles-ci que par les lignes; on voit donc 
qu'il y a huit ordonnées correfpondantes à chaque abfcifle > par le 
moyen defquelles on tracera une courbe reprefentée par la Fig. 80, 

3ui aura deux rebroufiemens ; fçavoir en A ôc a , ôc quatre points 
ouble qui fe trouveront en D , E , C & c . 

Le Chapitre fuivant fuppléera à ce que celui-ci laifle encore 
à délirer fur la figure des courbes dans un efpace fini. On y 
traitera particulièrement des tangentes Ôc ofculatriccs , qui , elles- 
mêmes, font de nouveaux moyens pour connoître la direction 
& la courbure des lignes Algébriques , ôc qui fourniflent des 
voyes pour trouver les points finguliers dans les cas qui n'ont 
pas écé fuffifamment examinés dans ce Chapitre. 



CHAPITRE VI. 

Des tangentes <b* des ofculatrices des lignes courbes, 

266. IVjOus avons cherché, dans le quattiéme Chapitre, 
1^1 la ligne droite ou courbe,. qui, dans l'infini, fe con- 
fond avec les branches d'une courbe; nous allons donc, dans 
celui-ci, rechercher la pofuion de la droite, la nature ôc la po- 
firîon de la courbe la plus (impie , qui fç confondent dans un 
efpace fini, au moins avec une portion infiniment petite d'une 
courbe. Il e 1 d'abor.l clair qu'une tangente a au moins deux 
points communs avec la courbe qu'elle touche , mais on peut 
trouver de courbes qui fuiv&it bien plus exactement la trace ôc 
la direction d'une portion, donnée de cette courbe. 
267. Son propof^ i'équation d'une courbe quelconque, qui 
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exprime le rapport de fes coordonnées x ôc y ; qu'on donne 
à l'abfcifTe x une valeur AP = />, qu'on cherche les valeurs de 
l'ordonnée y , correfpondantcs à cette abfcitTe , ôc s'il y en a 
plulieurs , qu'on en prenne à volonté une telle que P M = q, 
ôc le point M fera un des points de la courbe. 

268. Préfentement , pour connoître la nature de la portion 
de courbe qui palTe par le point M,foit mené par le point M 
le nouvel axe M 7, parallèle à AP, foit la nouvelle abfcifle 
M q = t , ôc l'ordonnée q m = v. Puifque le point m elt aulîi 
fur la courbe , fi on prolonge m q jufqu'au premier axe en p , 
ôc qu'on fubftitue A p — p -\-t , au lieu de x , ôc p m = q •+- v , 
au lieu de y , tous les termes qui ne contiendront ni t ni v fe 
détruiront, ôc il ne refiera que ceux qui renferment ces nou- 
velles co-ordonnées. On aura donc une équation de cette forme 

o = A / B v -h C / 1 -+- D t v -f- E u 2 -h F 1 3 -h G *» v -+- H tv 1 , ôc c~ 

où A, B, C, D, ôcc. font des quantités confiantes com- 
pofees de p ôc q , que nous regardons préfentement comme 
confiantes. Cette nouvelle équation exprime donc la nature de 
la même courbe rapportée à Taxe m q , le point M étant l'ori- 
gine des abfcilTes. 

2 dp. Premièrement, il elt clair que fi on fait M «7 = r = o , 
on aura q m = v — o , parce que le point m tombe fur M. 
Enfuite , puifqu'on cherche la plus petite portion de la courbe , 
on l'obtiendra , fi on donne les plus petites valeurs à t ; dans 
lequel cas la valeur de q m — v deviendra petite à propor- 
tion ; parce qu'on cherche la nature de l'arc M m comme éva- 
nouiflant. Mais fi les valeurs de t ôc v font comme infiniment 
petites , l'équation précédente deviendra o = A f -H B i> , les 
autres termes infiniment moindres, s'évanouifiant vis-à-vis de 
ceux ci : or , cette équation cft à la ligne droite M o , qui patTe 
pr le point M , ôc h»jt voir que cette droite fe confond avec 
la courbe , fi le point m eft infiniment proche de M. 

Cette droite M o fera oonc tangente à la courbe au pô*int 
M , Ôc on pourra toujours , par ce moyen , menei une tangente 
à un point quelconque d'une courte Algébrique. Car l'équation 

Ar + B-j = 0 donne -f = -T— = -jjy-, donc 

f o . : M f : : M P : P T : ; ^ A : I), Donc , puifque 
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P M = f , on aura PT = —~a~ L : ' ll p cr: ' lon de l' axe 
P T s'appelle fous- tangente. 

Règle 

Pour trouver la fous - tangente, 

270. Après avoir trouvé l'ordonnée y = q cjui fatisfuit à 
l'abfcifle .v = p , on mettra dans l'équation a la courbe 
x = p -+- r , & y = q -+- v ; & des termes qui naî- 
tront par cette fubftitution on ne retiendra que ceux cù t & v 
ont une feule dimenfion. Ainfi on parviendra à une équation 
telle que At B v — o : donc connoiflant A ôc 13 , on 

connoîtra la fous -tangente PT = ~5T*~* 
Exemple Premier. 

271. Soit propofée la parabole y y = 2ax, AP étant 
l'axe principal, & A le fommet. 

Qu'on prenne AP = />, & foitPM = fl, on aura q t = 2ap f 
ou q = V 2 a p. Soit fuppofé x = p t , &c y = q v , 
l'équation deviendra q 1 -+- 2 q v -t- v 1 — 2 a f -h 2 a t : fui- 
vant la règle preferite , je retiens feulement 2 q v = 2 a t , qui 
donne at — q v = o : donc ~ = - a - = ~ B A ; donc 

la fous-tangente P T = — 2 p, parce que q 1 = 2a p ; ôc 
par conféquent la fous-tangente P T eft double de l'abfcilTe A P. 

Exemple Second. 

272. Soit propofée l'ellipfe décrite du centre A, dont l'équa- 
tion cft a 1 y 1 - b* x* = a* bK 

Je prends A P = /> > & P M ■= ^ , ce qui donne a 1 q 1 -H b 1 p 1 
= a 1 b x ; enfuite je faisx = f-t-r,&jrc=£-f-v;& dans 
l'équation réfultante , je n'écris que les termes où t & v n'ont 
qu'une feule dimenfion, ce qui me donne 2a l qv-4- 2b l pt=.o: 

donc p = = i par conféquent la fous-tan- 

MO» *• 
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ge-e PT = ^M= = =7^'^ 

Quelle expreflion étant négative, fait voir que le point T tombe 
u côté oppofé. 

Exemple Troisième. 

275. Soit propofée la ligne du troifiéme ordre, repréfentée 
par l'équation y z x = a -+• b x -f- c. 

Ayant pris A P = /? , & PM = ^ j'aurai p q 1 = a p* 
b p -+- r. Et faifant x = p-t-t 3 àLy = q-i-v,tt négli- 
geant les termes fuperflus de l'équation réfultante , il me reftera 

t 1 v z a p -i- y <7* 

2pqv-+-q l t*=2apt-hb t : donc — = r 1 — 

* * 

c= — B — i donc la fous - tangente P T = — x q 



_ i p_q* x ap* -h ibp -f» u tapi -f- i f>» -f- * f J> 

pnPT- //X . 

274. Connoifiant, de cette manière, la tangente d'une cour- 
be , on connoit en même-temps la direction de cette courbe 
au point M ; car on peut confidérer une courbe comme la tra- 
ce d'un point qui change continuellement de direction. C'eft 
pourquoi le point qui décrit la courbe fe meut du point M , 
fuivant la direction de la tangente M R , ôc s'il confervoit cette 
direction , il décriroit la tangente M o : mais il la change à 
l'inftant, parce qu'il décrit une courbe ; ainfi, pour connoître 
la dirett on d'une courbe , il faut déterminer la pofition de la 
tangente à chaque point. Il n'eft donc pas difficile de connoî- 
tre 1 inclinaifon de la tangente M o fur l'axe A P , ou fa pa- 
rallèle M q. Car puifquc qo : M.q :: — A : B , fi l'angle des 
co - ordonnées M q o eft droit , la tangente de l'angle ^Mo 

fera — ; ôc fi cet angle n'eft pas droit , on pourra , par 

la Trigonométrie , trouver l'angle q M o par le moyen de l'an- 
gle donné M q o , & du rapport des côtés M 7 , q o. Mais 
il eft évident que, ( 1 A = o dans l'équation At-+- Bx/=-o, 
l'angle q M o s évanouit , ôc que par con équrnt la tangente 
Mo devient parallèle à l'axe A P. Si B = o, la tangente Mo 
fera parallèle aux ordonnées l J M. 

27 y. Ayant trouvé la tangente MT, fi on lui mené , au 
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point d'attouchement , la perpendiculaire M N , celle-ci fera en 
même-temps perpendiculaire fur la courbe , dont , par confis- 
quent , on pourra facilement trouver la pofition dans chaque 
cas. Mais on l'exprimera plus commodément , fi les co-ordon- 
nées A P , P M font l'angle droit ; car alors les triangles M q o 
& MPN feront femblables , 6c par conféquent M q : q o : : 

MP:PN,ou-B:A:^:PN; donc PN = ~ U A ? . 

La portion PN de l'axe, comprife entre l'ordonnée- & la per- 
pendiculaire , s'appelle fous-perpendiculaire. C'eft pourouoi fi les 
co-ordonnées forment l'angle droit , la fous-tangente P T étant 
trouvée , on pourra facilement déterminer la îous-perpendicu- 

laire; car on aura PT : PM :: PM : PN, ou PN = -^f: 
De plus , fi l'angle A P M eft droit , on aura la tangente 

M T =J^PT + P~M*, & la perpendiculaire M N 
= Ï^P~ÂI -t- P~N; ou, puifque PT : TM :: PM: M N, 
MN = -» Yt™ = Vr * Kpt" + PM. 

276". Si les deux coëfEciens A & B s'évanouiflent en mê- 
hie-temps , il faudra prendre les termes où r & v forment deux 
dimenfions , c'eft-à-dire , l'équation C t* •+• D t v -+- E v* = o. 
Et dans cette équation , il eft clair que , fi t = o , on aura 
v — o , & par conféquent que le point M eft fur la courbe. 
C'eft pourquoi, puifque l'équation C^ + Dtv + Ev l = o 
fait voir l'état de la courbe auprès du point M , il eft évident 
que fi DD < ^ CE, l'équation fera imaginaire , à moins 
que t = o Ôc v = o ; ainli , dans ce cas , le point M ap- 
partiendra à la courbe, mats il en fera féparé, c'eft-à-dire, 
au il fera nn point conjugué : dans ce cas , la tangente ne 
Içauroit avoir lieu. On pourra donc , par ce moyen > trouver 
les points conjugués d'une courbe , fi elle en a quelqu'un. 

277. Mais fi DD > 4CE, l'équation Ct l -^Dtv^-Ev 2 —o 
pourra le réfoudre en deux équati< ns de la forme at-{- b v= o, 
dont chacune convient également à la nature de la courbe. Ainlï 
l'une & l'autre indiquant la pofition de la tangente, ou la di- 
rection de la courbe au point M , il faut qu'il y ait deux brandies 
de la courbe qui fe coupent en ce point, Ôc qui y forment un point 
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double. En effet, fi on prend M q — r, foient qm &c f » les 
deux valeurs de i/ dans cette équation , & les deux droites Mm 
& Al » feront tangentes de la courbe au point M ; ce point 
eft donc l'interfection de deux branches, dont l'une eft dirigée 
félon M m , Ôc l'autre félon M n. Par conféquent , puifque le 
point conjugué eft aufli un point double , il faut conclure que 
l'équation Cr- -+-Dft;-+-Ei/ l = o indique toujours un point 
double , ôc que l'équation At + Bî; = o n'indique qu'un point 
fi m pie. 

278. Si DD = 4CE, les deux tangentes Mm , Mn fe 
réunifient , ôc l'angle m M n s'évanouit ; ce qui fait voir que 
non-feulement il y a deux branches qui paflcnt par le point 
M, mais encore qu'elles y ont la même direction, & qu'elles 
s'y touchent; dans lequel cas le point M eft encore double. 
C'eft pourquoi lorfque les deux premiers cocfTiciens A ôc B 
s'évanouilfent , ou pourra conclure , en général , que la courbe 
a un point double en M. 

275?. Si les trois coëfïiciens C , D ôc E s'évanouifTent auffi- 
bien que les deux premiers, il faudra prendre les termes fui- 
vans , dans lefquels t ôc v ont trois dimenfions , c'eft- à- dire, 
l'équation F O -4- Gt^ -+- Hr-j l Iv3 = 0 . Si cette 
équation a un feul facteur fimple réel, elle fait voir une bran- 
che de courbe qui pafie par le point M , & en même-temps fa 
direction , ou fa tangente ; les deux autres facteurs imaginaires font 
voir un ovale évanouifiant au point M. Si les trois racines font 
réelles , elles feront voir que trois branches de la courbe fe 
coupent ou fe touchent au point M , félon que ces racines 
feront égales ou inégales. Dans tous ces cas, la courbe aura 
un point" triple en M , ôc la droite menée par ce point, fera 
cenlee la couper en trois points. . 

280. Si, outre les coèrficiens précédens, les quatre fuivans 
F , G , H fie I s'évanouifTent encore ; alors , pour connoitre 
la nature du point M de la courbe , il faudra examiner les ter- 
mes fuivans de l'équation dans lefqueis t ôc v ont quatre di- 
menfions : ôc on verra que M fera un point quadruple ; car fi 
les fquatre racines font imaginaires , deux ovales conjugués 
fe réuniront en ce point; s'il y a deux racines réelles ôc deux 
imaginaires, le point M comprendra l'interfection ou le contact 
de deux branches avec un point conjugué; enfin, fi les quatre 
racines font réelles , quatre tranches de la courbe fe couperont 
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au point M : mais l'interfe&ion de deux, ou plufieurs branches 9 
deviendra ofculation , fi deux , ou plufieurs racines font égales. 

281. En faifant attention à ce qu'on vient de voir, il fera 
facile de trouver une équation générale pour toutes les cour- 
bes qui , non-feulement , paflent par le point M , mais encore 
y ont un point limplc , double , triple , ou enfin de telle mul- 
tiplicité qu'on voudra. Car, faifant AP = />, PM = <y, Ôc 
repréientant les fondions quelconques des co-ordonnées x ôc y 

par P , Q , R , ôtc. Il eft clair que l'équation P x x — p 

"*~ Q x y — fl = o exprime une courbe qui pafle par le 
point M ; faifant x = A P = p , on aura y = P M = q ; 
pourvu que p ne foit pas divifible par y — q , ni Q par 
x — p, & pourvu que x — p ôc y — q, dont dépend le 
paffage de la courbe par le point M , ne difparoiffent pas de 
l'équation par la divifion. Il n'eft pas moins évident que toutes 
les courbes qui paflent par le point AI font comprifes fous l'é- 
quation précédente; or, M fera un point fimple li l'équation 
ne fe réduit pas à quelqu'une des formes que nous avons don- 
nées pour les points multiples. 

282. Si M doit 6tre un point double, l'équation générale pour 

la courbe fera P x x — p «4* Q x « — P x y — # 

-f- R x y •— q =3 o f pourvu que cette forme ne foit 
point détruite par la divilion. On voit, par là, que les lignes 
du fécond ordre ne peuvent avoir de point double : car , 
pour que cette équation fut du fécond degré, il faudroit que 
r, Q & R fuflent des quantités confiantes, ôc alors cette 
équation ne feroit pas pour une courbe , mais pour deux droi- 
tes. Si P, Q & R font des fondions du premier ordre, l'é- 
quation repréfentera des lignes du ttoifiéme ordre, qui auront 
un point double en M. Mais ,une ligne du troifiéme wdre 
ne rçauroît avoir plus d'un point double , à moins qu'elle ne 
foit compofée de trois droites. Car, li une ligne du troifiéme 
ordre avoit deux points doubles, menant une droite par ces 
deux points , elle couperoit la ligne du troifiéme ordre en 
qua:re points, ce que nous démontrerons impoilible. De mê- 
me, la ligue du quatrième ordre, ne peut avoir que deux points 
doulles; celle du cinquième, que trois, 6c ainfi de fuite. 

aSj. Si M eft un point triple , la nature de la courbe 
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fera exprimée par l'équation générale P x # — p -+■ Q 

■ » i __ » 

— p x y — ? + R x* — p * y — î s 

x ^ — ^ = o,fi cette équation repréfente une courbe , 
elle furpaflera le troifiéme degré ; c'eft pourquoi Jes courbes 
au-deffous du quatrième degré ne peuvent avoir de point tri- 
ple ; Ôc les lignes du cinquième ordre ne peuvent auflï avoir 
plus d'un point triple , autrement une droite pourroit rencon- 
trer une ligne du cinquième ordre en fix points. Mais rien n'em- 
pêche qu'une ligne du fixiéme ordre n'en puifle avoir deux. 
284.. Si l'équation eft comprife fous la forme générale 

P x * — p H- Q X x — p x y — q -+- R x x — p 

x y — q -h S x x — p x y — q -h T x y — q = o , 
la courbe aura un point quadruple en M. Ainfi la courbe la 
plus fimple , qui foit capable d'un point quadruple , eft du 
cinquième ordre. Mais il n'y a que les lignes du huitième* 
ou au-dcfTus, qui puifle avoir deux points quadruples. On peut, 
de la même manière, trouver des équations générales pour des 
courbes qui ayent en M un point multiple quelconque. 

28 f. Mais fi M eft un point double ou triple, ou un point 
multiple quelconque , il arrivera qu'il y aura autant de bran- 
ches de la courbe qui fe couperont, ou fe toucheront en AI, 
ou fi le nombre de ces branches eft moindre , il y aura un 
ou plufieurs points conjugués en M : on diftinguera ces diffé- 
rens cas , par le moyen de ce qu'on a dit ci-delTus , c'eft-à- 
dire , que dans les fondions P , Q , R , S , ôcc. on mettra 
partout p ôc q au lieu de x Ôc y , ôc r ôc u au lieu des fac- 
teurs x — p ôc y — ?>ce qui donnera des équations par 
le moyen defqueïles on pourra déterminer l'état de la courbe 
Ôc le& 1 tngenres des branches qui fe coupent en M. 

aso. On a vu que ft les coëfliciens À Ôc B ne s'évanouif- 
fent pa< , l'équation A t B v — o donne la droite Mo, 
oui touche la courbe au point Al ôc qui marque, en cet en- 
droit , la direSiou de la courbe. Si l'on veut fçavoir combien 
la courbe M m s'écarte de la tangente M o dans le moindre 
petit efpace, on prendra pour axe la perpendiculaire MN fur 
laquelle du point m on mènera la perpendiculaire m r , ôc faî- 

&nt M r = r , m r = s , on aura t = - "^--^ ^ - - 1 
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Ka> -h b* V A* -H B» /A» -t- b* 

C'eft pourquoi, puifque — Aî — B f = G/ 1 -H D f n 
-h E v l -f- F /3 -f- Gf l v -f- &c. la quantité r fera infini- 
ment moindre que f & v > & par conféqucnt infiniment moin- 
dre que j ; car * fe détermine par t ôc 1/ , ôc r par ks quar- 
rés ou les puiflances fupérieures de t ôc v. 

287. On connoîtra donc bien plus exactement la nature de 
la courbe Mm, fi on fait entrer dans le calcul les termes 
C r- -+- Dfx; -H E v l ; ce qui donnera 1 équation — A t 
— Bv = C t 1 Drt/ -H E t/ 1 , dans laquelle fi , au lieu de 
t 6c v , on fubftitue leur valeur , on trouvera 



A'D-B'D-tABC+tA B_E x r s -4- A» B — ABU + l i'Cxt» 

A» -t- B 1 



A* -f- B* 

, ■ 

Mais, puifque r eft infiniment moindre que s , les termes r a 
& ri s'évanoument vis-à-vis de s*, ce qui donne 

1 A' -f- B»" x r l/A» -t- B» . 

J A" E — A B D + B' C 9 

laquelle équation exprime la nature de la courbe qui embraffe 
la courbe propofée au point M. 

288. 11 s'enfuit que le petit axe Mm fe confond avec le 
fommet d'une parabole , qui a pour axe MN, ôc pour paramètre 

~ K \ t *\* n *C> A * T V : P ar conféquent la courbure de 

A* E — ABD + B'C r n 

la courbe propofée, au point M, fera la même que celle de 
cette parabole. Mais comme il n'y a aucune courbe dont on 
connoifTe plus diftin&cmcnt la courbure que celle du cercle, 
parçe qu'elle eft partout uniforme, ôc toujours d'autant plus 
grande que le rayon eft moindre ; il fera plus commode de 
déterminer la courbure des courbes , par le moyen du cercle de 
même courbure , qu'on a coutume d'appeller cercle ofculateuc 
Pour cet cîïct, il faudra déterminer le cercle dont la "courbure 
eft la même que celle d'une parabole propofée à ion foin- 

Lz 
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met j afin qu'on puuTe fubftituer ce cercle à la parabole ofcu- 

latrice. 

289. Pour y parvenir, examinons la courbure du cercle, com- 
me fi elle étoit inconnue, 6c exprimons-la par la courbure de la 
parabole de la manière qu'on Ta expliqué ; car alors on pourra 
réciproquement fubftituer le cercle ofculateur au lieu de la pa- 
rabole ofculatrice. Soit donc M m un cercle décrit avec le rayon 
a , dont la nature fera exprimée par l'équation y* s= 2 a x — * l ; 
prenant A P = ôc P M = > on aura q x = 2. a p — p 1 : 
faifant enfuite x = p -+• t , &. y — q v 9 il en réfultcra l'é- 
quation ^ l + ap4*v 1 =2<J/î+ 2df — p 1 — 2 p t — f 2 , 
ôc parce que q- = 2 a p — p 1 , elle fe réduit à cette forme 
2 a t — 2 p t — 2 qv — t z — v* — o , qui étant comparée 
avec la précédente , donne A — 2 a — 2 p , B = — 2 q , 
C = — i, D = o , E = — 1 ; donc A 1 B l = 4. 

x a 1 — 2 a p -+- p- -H = 4 a 1 , ôc A 1 -+• B 1 x /F+B' 
■*= 8 a3, ôc A 2 E — ABD + BBC = — A'- — B l = — 4 a 1 . 
par conféquent une parabole repréfentée par l'équation s 1 = 2 a r 
ejnbrafle a chaque point , par fon fommet , le cercle décrit avec 
le rayon a ,* par conféquent toute courbe qui aura pour ofcu- 
latrice la parabole j x = br, aura pour ofculateur le cercle dé- 
crit avec le rayon J b. 

290. Pui r que nous avons donc trouvé que la courbe M m 
a pour ofculatrice la parabole repréfentée par l'équation* • • • 

A» h- 'A 1 x l/A» -t- B» •! n 1 ■ l 

5 5 = A 1 t ~"a BD-hB» C X ' > ll Cft Cbir 1 UC h C ° Ur_ 

bure de la même courbe au point M , convient avec celle du 

cercle qui a pour rayon ^>9a C "' e ** 

preffion donne donc le rayon qu'on appelle rayon d'ofcula- 
tion , ou de courbure. Mais à caufe de L'ambiguïté du figne 
radical V^A 1 -4- B 1 , il eft incertain fi cette exprelïîon eft po- 
fitive ou négative, c'eft-à-dire , fi c'eft la convexité, ou la con- 
cavité de la courbe qui regarde le point N. Pour diffiper ce 
doute , il faut chercher fi le point m , de la courbe , fc trouve 
en-deqà de la tangente vers l'axe AN, ou au-delà de la tan- 
gente. Dans le premier cas, la courbe fera concave vers N, 
ôc le centre du cercle ofculateur fera fiir la droite M N , pro- 
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longue du coté de l'axe ; dans le fécond cas , il fera, fur ic 
prolongement de la même droite , au-delà du point M. IlfumV. 
ra donc d'examiner fi qm eft moindre , ou plus grande que qo\ 
dans le premier cas , la courbe fera concave vers N , de dans 

le fécond, elle fera convexe. Or, q o == —q-^-> & 4 m == u , 

il s'agit donc de voir fi ~* B A * eft plus grand ou moindre 
que u ; c'eft pourquoi , puifque m o eft une ligne infiniment 
petite , je fais m o = w , ce qui me donne u ■•= - ~~" B A w y 

ainfi , faifant la fubftitution , on trouve — B w H- C t* — b^~~" 

-D^+' A W -4- * A ^'* E w 1 = o;ôc parce 
que «f eft infiniment petit en comparaifon de f, les termes 
t w & w» s'évanouiffent ; donc w — b-c - abd -f A» e x tt > 

Si cette valeur de w eft pofitive , la courbe eft concave vers 
N : Ci elle eft négative , la courbe eft convexe vers le môme 
point. 

291. Pour entrer dans le détail des différens cas qui peuvent 
fe rencontrer : foit d'abord B = o , dans lequel cas l'ordonné* Fïg. ta 
P M fera elle-même tangente de la courbe M m , & le rayon 

d'ofculation fera L'équation Af-+-Cr»-|-Df*-hE»»«=o 

fera voir fi la courbe tourne fa concavité , ou fa convexité , vers 
R ; car ici M q — t , q m — u , fit parce que t eft infiniment 
moindre que w, l'équation devient A t -+• E «* = o , qui fait 
voir que fi les coëfikiens A ôc E ont des Agnes contraires , c'eft- 

à-dire, fi eft une quantité négative, la courbe fera con- 
cave vers R ; mais fi le contraire arrive , la courbe fera fituée 
de l'autre côté de la tangente ; car alors , pour que l'ordonnée 
q m foit réelle , il faut que l'abfciffe M q foit négative. 

2p2. Soit préfentement Mo inclinée fur l'axe A P, ou fur 
fa parallèle , de forte que l'angle R M o foit aigu , ôc que la * '* 
perpendiculaire M N coupe l'axe en N au-delà de P : dans ce 
cas , les abfc'uTes t auront leurs ordonnées u pofitives : c'eft 
pourquoi les coëfficiens A & B auront des fignes différens , & la 

fratlion -g- fera négative. On a déjà vû que dans ce cas la cour : 

Z z ij 
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bc eft concave vers N , fi A ' E = ± B> c eft une 

quantité pofitive; ou fi ~ auiïi-bicn que A * E ~~ A B P B * c 
font des quantités négatives. Mais fi A> E ~ A B D + B * C 



B 

eft une quantité négative, ou A * E ~" ' A B p B ' c une 

A 

quantité pofitive, la courbe tournera fa convexité vers N : ôc 
dans l'un & dans l'un l'autre cas, le rayon dofculation fera 

A' ^~B~» x l/A» — B» 
i A* E — z ABD + 3 B'C' 

F'»g. 84. 2p3. Si A = o , la droite MR, parallèle à l'axe, fera tan- 
gente de la courbe, ôc « infiniment moindre que t; par con- 
séquent B » C t z = o ; donc fi B & C ont le même li- 
gne, c'eit-à-dire, fi B C eft une quantité pofitive, « aura une va- 
leur négative; c'eft pourquoi la courbe icra concave vers P, Ôc 

le rayon du cercle ofculàteur fera —q» Mais fi la tangente 
Eg. 8j. MT rencontre l'axe au-delà de P, la courbe fera concave, ou 
. convexe vers N, félon que l'expreflîon A * E ~ A B D ~*~ B * C - 
fera pofitive ou négative , ôc le rayon dofculation fera encore 

"A* -f- B* x \/A» -h B» 
*A»E — i A B D H- *B» C * 

rig. U. 2 P4« Soit l'ellipfe D M C , dont le centre eft A , le grand 
demi-axe AD = a, le petit demi-axe A C = b. Prenant les 
abfciflTes x fur A D , ôc leur origine en A , on aura pour l'el- 
lipfe l'équation a 1 y- -h b z ** = à 1 b z . Prenant enfuite une 
abfcifle A P = p , ôc fou ordonnée P M = q , cette équa» 
don- deviendra a x q 1 •+- b- p z = a- b z . C'cft pourquoi fi on 
fuppofe x = p -i- t , ôc y.r= q v , on aura a z q 1 2 a z qv 
■+• a 1 -y 1 - -h b z p z 2 b z p t -t- b z t z — a 1 b- , ou 2 b 1 p t 
•+• 2 a 1 q v -+• A 1 f 1 -h a 1 i; 1 = o. Premièrement, donc, à 
caufe des coefficiens de t ôc t> , la perpendiculaire MN ren- 
contre l'axe en- deçà de P : ôc cm a P M : P N :: B : A :: 

*» 7 : p, ôc P N = ~£ , ( à caufe de A = 2 b' p , ôc 

B == 2 a z q). De plus , parce que C = i ! ,D = o, ôc E = <a l , 
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A* E — ABD + B»C 4 a* b* X a» g» •+■ b* p* 

on aura = • 



B x a* q 

4 'Vr^ » P ar con ^9 u ent cette expreflion efl une quanti- 



1 a f 

té pofuive, qui fait voir que la courbe eft concave vers N. 
Puifque A' + B^^^' + ^Y, ôc A 1 E — ABD 

ï — 7~\ * 

H- B* C = 4 0 4 A4 , le rayon d'ofculation fera — ; 

mais M N = ^f* H b *J— ■ i donc P'** (f «+• £ 4 /> l 

= 4 a x M N ; par conféquent le rayon dofculation devient 
~ — N l - . Si du centre A , oti mené la perpendiculaire 

b 1 0 

A O fur le prolongement de M N , (à caufe de A N = p 

& des triangles femblables MNP ôc ANO, ) on trouvera 
N O = mm 4 f * ,&MO=NO + MN 

= S xVn r — TOT i donc MN " TTcT J donc 
le rayon d'ofculation eft i*- , expreflion qui convient éga- 
lement pour l'un ôc l'autre axe A D ôc A C. 

apy. Une portion infiniment petite de la courbe fera donc* 
représentée par l'équation au cercle , dans laquelle chaque abfciffe 
a deux ordonnées, l'une pofitive, Ôc l'autre négative , c'eft pour- 
, quoi l'arc infiniment petit M m , ôc l'arc infiniment petit M», R |ft 
auront la même courbure ; ainfi , toutes les fois que le rayon >S ' 
d'ofculation aura une grandeur finie , fa courbure fera uniforme* 
de part Ôc d'autre , au moins dans un efpace infiniment petit ; 
ôc par conféquent il ne pourra y avoir ni point d'inflexion , ni 
point de rebrouffemenr. 

6. Si , dans l'exprefïion du rayon d'ofculation , A 1 E 
-AB D + B* C sas o , 4e rayon d'ofculation devient infi- 
ni , Ôc le cercle ofculateur , une ligne droite. Lorfque cela arri- 
ve , la ligne propofée n'a point de courbure en cet endroit. 
Pour connoître la nature de la courbe , dans ce cas , il faudra 

fubflîtuer les valeurs t = ~ Ar ÔC«~ ~ A r ~ B ^ 

\Sk % H- B» KA» h- U> 

- dans l'équation générale jufqu'au terme I inclufivement. 

Z z iij . 
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JVIais comme tou s les term es qui contiennent r s'évanouiflent 
vis-à-vis de r ^ÂM-B l , la fubftitution étant faîte, ôc ces 
termes négligés , on a une équation de cette forme 



H- B l = a s 1 H- b si c s* + d si -h , ôcc. 



qui donne pour rayon d'ofculation ■ * /A - ^* B> — ; fi a = o , 

ce qui rend ce rayon infini, pour approfondir la nature de la 
courbe , il faut prendre le terme fuivant b si. Dans ce cas , la 
courbe propofée aura pour ofculatrice , au point M , la courbe 
exprimée par l'équation r ^À 1 -+- B 1 = b si , qui fera connoî- 
tre la figura de la courbe propofée autour du point M* Ainfi , 
Fig. f 7 . puifque l'abfcilTe r, prife négativement., a une ordonnée s né- 
gative , la courbe aura autour du point M la figure m M o , 
c'efi-à-dire, que M fera un point d'inflexion. 

2p7. Si , de plus , b = o , la nature de la courbe autour du 

foint M , eft exprimée par l'équation r VA 1 H- B 1 = c s 4 : 
abfcifle r ne peut donc être négativement, ôc chaque abfcifie 
a deux ordonnées, l'une pofitive, 6c l'autre négative; par con- 
fcquent les arcs infiniment petits Mm & Mo feront du même 
côté , par rapport à la tangente. 

• Si les trois premiers coëfficiens a , b , c s'évanouifient , la 
courbe aura encore un point d'inflexion. En général , fi l'cxpo- 
fant de s eft un nombre impair, la courbe founrira une inflexion 
au point M , & fi cet expofant eft pair , il n'y aura point d'in- 
flexion. Voilà donc les phénomènes des courbes lorfque M eft 
ufi point fimple, c'eft-à-dire, lorfque les deux coëfficiens A ôc 
B de l'équation générale ne s^évanouifient pas en même-temps. 

Fig. 8t. 2 9%' Mais fi A = o, ôc B = o, ôc que la courbe ait deux 
ou plufieurs branches qui fe coupent au point M , on cherche- 
ra , comme ci - devant , la courbure de chaque branche féparé- 

ment au point M. Soit m t -+- n u = o , l'équation pour la tan- 
gente d'une branche quelconque , 6c qu'on cherche , pour cette 
branche , l'équation entre les coordonnées r 6c s , qu'on prenne 
Kg. lu r fur MN, de forte que r foit infiniment moindre que s. II 

faudra donc faire r — , c* « = - — _ » 

ayant fubftitué ces valeurs ôc négligé les termes qui s'évanouif- 



II. Part. S e c t. II* * 
fent , fi M eft un point double , on aura une équation de cette 
efpece r s =» a si -4- b s* c j* à s 6 •+- , Ôcc. & fi M eft 
un point triple r s 1 = a j* -+- b s* •+- c s 6 -4-, ôcc. & ainfi de 
fuite : lefquelles équations fe réduifent toutes fous cette forme 
r = a s 1 H- b si -4- c s* -4- à -4-, Ôcc. cette équation donne 
pour rayon d'ofculation de la branche que nous confidérons 

qui eft infini fi a = o. Ainfi, dans .ce cas, la nature 



2 a 



de la courbe fera exprimée par l'éauation r=r^jî,ou r=cs*, 
ou r — àsï > ou, &c : ôc on conclura, comme ci-devant, que 
M eft un point d'inflexion, fi l'expofant de s eft un nombre im- 
pair, ôc qu'il ne l'eft point fi cet expofant eft pair. Il faudra ju- 
ger , de la même manière , de chaque branche qui paffe par le 
point M , après avoir trouvé fa tangente différente de, celte des 
autres branches qui paffent par le môme point. 

app. Il faudra juger différemment , Ci les tangentes au point 
M, de deux ou plufieurs branches, fe confondent; car, fi deux 
branches , qui fe coupent au point M , ont une tangente corn- 

— a 

mune , on aura C f 1 -4- Dr« + E es w; + w » , ôc 
tranfportant l'équation aux co-ordonnées Mr = r, ôc rm = s, Fig iu 

en fatfant t = — _ > oc u = — ; on 

parviendra à une équation de la forme r* = a r s 1 -4- b si 
-f- c r si -4- à -4- e r j* -h , &c : car les termes, où r a deux 
ou plufieurs dimenfions, s'évanouiffent vis-à-vis du premier rr. 

Si le terme b j3 ne manque pas , tous les autres s'évanouif- 
fent , parce que r eft infiniment moindre que s ; on aura donc 

r s= s VJT = s z — > & par conféquent le rayon 

d'ofculation en M eft j Js—~t — > ou zéro , parce que s s'é- 
vanouit en M. La courbure en Al fera donc infiniment gran- 
de, ou l'élément de la courbe propofée en M fera une por- 
tion de cercle infiniment petite. Et puifque l'ordonnée s a la 
même valeur , pour labfciffe pofitive ou négative , il eft clair 
que la courbe a un retroufftment en M, & s'y partage en deux Fig. % 9 , 
branches Mm, Mo, qui fe touchent en M , ôc qui tournent 
leur convexité vers leur tangente commune Mr. 

Si b = o , le terme d 1 4 faifant évanouir c rj3, la nature 
de la courbe , autour du point M , fera exprimée par l'équation 
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r- = a r s z -h d i*. Si a 1 < — 4 d, les fadeurs imaginai- 
res feront voir qu'il y a un point conjugué en M; mais fi 
a- > — 4 d, elle fe refoud en deux autres équations, telles 
que r h» /> , & r = ^j 1 : c'eft pourquoi il y aura deux 
branches de la courbe qui fe toucheront en M , & le rayoa 

d'ofculation de l'une en M fera — , celui de l'autre — — . 

Si donc ces deux branches tournent leurs concavités du même 
Kg. 90. côté, on aura la. figure de deux arcs circulaires qui fe tou- 
chent intérieurement: fi elles les tournent en fens contraires, 
Fig. 91. on aura celle de deux arcs circulaires qui fe touchent extérieu- 
rement. 

Si d s'évanouit auflî, ou l'équation reliante peut fe réfoudre 
en deux autres , ou elle ne le peut pas : dans le premier cas , 
il y a deux branches qui fe touchent au point M , ôc la na- 
ture de chacune fera exprimée par l'équation r = a s m ; ce qui 
donnera autant de figures différentes qu'il y a de combinaifons 
de deux branches, dont chacune a un point fimple en M, 
nous les appellerons branches du premier ordre, & elles font 
toutes repréfentées par l'équation r — a s m . Si l'équation ref- 
tante ne peut pas fe réfoudre en deux autres, la nature de la* 
courbe fera exprimée par une des équations r r — as', 
i 1 = as 7 , r 1 —as 9 , ôcc. ôc les branches qu'elles repréfen- 
tetlt avec celle qu'a donnée l'équation r z ±=b si, feront appel- 
les branches du fécond ordre , parce que chacune tient lieu 
de deux branches du premier ordre qui fe toucheroient en M. 
Toutes ces branches, du fécond ordre , auront un point de re- 
Hg. s*. brouiTcment en M , comme nous l'avons trouvé pour l'équa- 
tion r- == b si , avec cette différence que le rayon d'ofcula- 
tion , qui étoit infiniment petit pour celle-ci , fera infiniment 
grand pour les autres; car l'équation r 1 z=. a "s* donne 
r = j* Vas , par conféquent le rayon d'ofculation en M eft 

- — - , c'eft-à-dirc , infini , parce que s — o. 

* Si trois tangentes des branches, qui fe coupent en M, fo 
réunifient en une .feule ; alors ou il y aura trois branches du 
premier ordre qui fe toucheront au même point M, ou une 
tranche du fécond ordre y touchera une du premier , ou H y- 
aura une feule branche du troiïïéme ordre qui paffera par le point 
M. La, nature des branches du troinéme ordre fera, exprimée 

par 
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par les équations rJ =. a s* , r3 = a j* , ri*= as? , r? = a j* , 
ôcc. ou , en général , r3 = as", n étant un nombre entier 
quelconque plus grand que 3 , & non divifible par 3. Si l'ex- 
pofant n eft un nombre impair , ces branches auront en M un 
point d'inflexion , & elles n'en auront point , fi c'eft un nombre 
pair. De plus , le rayon d'ofculation en M fera infiniment pe- 
tit, fi n eft moindre que 6 , ôc infiniment grand, fi n furpaffe 6e 

Si les tangentes de quatre branches , qui fe coupent en M , 
fe réunifient en une feule, alors il y a, ou quatre branches du 
premier ordre , ou deux du premier ôc une du fécond , ou deux 
du fécond , ou une du premier ôc une du troifiéme , qui (e 
touchent au point M , ou une feule branche du quatrième or- 
dre patte par ce point. La nature des branches du quatrième 
ordre eft reptéfentée par l'équation générale r* *= a s*, n étant 
un nombre entier impair plus grand que 4. Toutes ces équa- 
tions donnent un point de rebroufiement , comme les branches 
du fécond ordre ; ôc le rayon d'ofculation en M eft infiniment 
petit, fi n < 8, infiniment grand, fi n > 8. 

On trouvera , de même , la nature des branches des ordres 
fupérieurs. Quant à la figure , les branches d'un ordre impair 
quelconque refiembleront à celles du premier ordre , dont les 
unes ont un point d'inflexion, les autres n'en ont point. Tou- 
tes celles d'un ordre pair refiembleront à celles du fécond , 
c'eft-à-dire , qu'elles auront toutes un point de rebroufiement 
en M. D'ailleurs, puifque la nature de toutes ces branches eft 
exprimée par l'équation générale r" 1 = a s" , ou n > m : il eft 
clair que , fi n < 2. m , le rayon d'ofculation fera infiniment 
petit ; ôc , au contraire , infiniment grand , fi n > 2 m. 

500. Ain fi , les phénomènes que préfente une courbe quel- 
conque dans un efpace fini, fe peuvent réduire à trois : i°. Sa 
courbure peut'être continue fans point d'inflexion , ni de re- 
broufiement; ce qui arrive toutes les fois que le rayon d'of- 
culation eft fini, ou lorfque ce rayon étant infiniment petit, ou 
infiniment grand, la nature de la courbe, autour du point M, 
fe trouve exprimée par l'équation ar , " = s n , m étant un nom- 
bre impair, ôc n un nombre pair plus grand que m. a°. Elle 
peut avoir un point d'inflexion , dans lequel cas , fon arc autour 
de ce point, eft repréfenté par l'équation ar m — s", l'un ôc 
l'autre expofant étant impair, n > m; & fi n eft plus grand 
que 2m, le rayon d'ofculation fera infiniment grand , 6c, -fi 

A a a 
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n <z a i», il fera inftniment petit. 3 0 . Elle peut avoif on point 
de rebrouffement qui fera indiqué par l'équation a r m = j» , 
m étant paie , Ôc n impair. Ainîi le rayon d'ofculation pout 
le point de rebrouffement , eft auffi ou infiniment grand, ou 
infiniment petit. 

■ T fi ' g M 1 1 111 = 

CHAPITRE VIL 

Des lieux Géométriques & de leur conflrutlion. 

301. Q I on vouloit préferttement procéder à la recherche 
v3 analytique des propriétés des lignes des ordres fu- 
périeurs , comme nous lavons fait à l'égard de celles du fé- 
cond ordre , on en découvrirait d'abord les propriétés com- 
munes , par le moyen de l'équation générale ; on en formeroit 
la divifion la plus générale par le moyen o!es branches infinies 
& des afymptotes. Par exemple, puifque le plus haut mem- 
bre de l'équation générale des lignes du troifiéme ordre eft 
d'un degré impair , il a un feul facteur fimple réel , ou trois 
faâeurs réels inégaux , ou deux faveurs égaux & un inégal , ou 
trois fàcleurs égaux : ce qui fait quatre cas à examiner, dont 
chacun donneroit plufieurs efpeces de lignes du troifiéme or- 
dre > qu'on pourroit examiner chacune en particulier. Pour de£ 
cendre enfuite dans un plus grand détail, on formeroit des 
fou-divifions de chacune de ces efpeces, en confidérant les 
variétés les plus remarquables qui s'y rencontrent dans un e£ 
pace limité, c'eft à-dire, leurs points finguliers : # & les lignes 
qui naitroient de ces fou-divifions, fourniroient 'matière à de 
nouvelles recherches. Mais il faudroit faire attention que lorf- 
qu'une équation d'un degré quelconque peut fe décompofer 
en deux ou plufieurs autres , fans affe&er d'aucun figne radical les 
variables * ou y , alors elle ne repréfente plus aucune ligne de 
l'ordre dont etfe emprunte le degré , mais un fyftême de lignes 
repréfentées pAt les facteurs ratioiiels. Ainfi les lignes des or- 
dres fiipériettrs renferment celles des ordres inférieurs, & tout 
ce qui fe .démontre généralement des lignes d'un ordre quel- 
conque , convient à tout fyftême de lignes , dont le produit 
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des équations fera du môme degré que l'équation de cet or- 
dre. Par exemple, les propriétés générales des lignes du troifiéme 
ordre , font vrayes pour un fyftême de trois lignes droites, ou 
dune droite 6c d'une fe£tion conique; 6c réciproquement les 
lignes d'un ordre inférieur n'ont aucune propriété générale , fans 
qu'il y ait quelque propriété analogue qui y réponde dans les 
lignes de chaque ordre fupérieur. Ceux qui feront curieux 4e 
s'inflruire plus à fond fur cette matière pourront confulter l'ex- 
cellent Ouvrage de M. Cramer , intitulé : Introduction à fanalvfe 
des lignes courbes Algébriques. Quant à moi , pour fuivre le plan 
de cet Ouvrage ; je vais , dans ce Chapitre , entrer dans quelque 
détail fur les lieux géométriques ôc fur leur ccnftruétton ; je ne 
l'étendrai point au-delà des ferions coniques , parce que ce font 
les lieux les plus ufités , ôc que d'ailleurs , ce que je dirai au fu- 
jet de ces courbes , joint à ce que j'ai déjà dit fur les courbes 
en général , fuffira pour faire comprendre comment on peut trai- 
ter les courbes fupérieures. 

502. On appelle lieu géométrique , une ligne par le moyea 
de laquelle on conftruit un Problême indéterminé : c'eft-à-dire , 
que fi on représente le rapport des variables d'une équation, 
par des abfcifTes 6c des ordonnées correfoondantes , la ligne 
droite, ou courbe, qui paflfe par les extrémités de toutes ces or-; 
données, eft le lieu de cette équation. 

Les Anciens ont appellé lieux plans , ceux qui font à la li- 
gne droite > ou au cercle , 6c lieux folides, ceux qui font à la 
parabole l'cllipfè , ou à l'hyperbole. Les Modernes divifent 
les lieux géométriques en différens ordres, fuivant la plus haute 
puiflance des variables dans l'équation : de forte que le lieu 
d'une équation du premier degré eft la feule ligne droite ; les 
lignes du fécond ordre font les lieux des équations du fécond 
degré : 6c ainfi de fuite , les équations d'un degré quelconque 
ont pour lieux géométriques les lignes du même ordre. 

303. Lesjieux du premier, degré fe peuvent déduire à quel- 
qu'une de ces formules 

Pour les conftruire , foit , i°. l'angle donné CA B dans lequel Kg. ^5. 
fait AI =*= b , I E *s a : ayant mené à la ligne I E les pa- 

Aaa ij 
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ralleles quelconques PM,p, &c. & nommant A P = x 

PM = ^, on aura b : a : : x : y ; donc y = -^p-. 

2°. Si on prolonge E I jufques en G , faifant I G = c , ôc 
qu'on fafle pafler par G , D F parallèle àAB,ôcparA,AD 
parallèle à El, faifant AP = DQ = * , ôc QM = on 

auraPM = -^,& PQ=*f;donc Q M = -+- c ==> 

3°. Si L G = b, G E = a , & L Q , ou L q = * : on 

aura Q M , ou q m = ~-. Qu'on fafle donc I G = c , Ôc 

que par le point I on mené A B parallèle à D F, on aura P Q 

ou p q -= c , ôc par conféquent P M, ou p m — —r c. 

Fîg. *4. 4°. Soit AC = r, AD = b ; qu'on mené par le point D 
la ligne E F , parallèle à la droite A C , & qu'on fafle D E = a. 
Qu'on mené la droite A L > Ôc que par le point C on lui mené 
la parallèle C B. Après avoir mené une autre parallèle M N à 
la droite* E F , on aura A P == #, PM = _y ; donc b : a : : x: 

±f-; mais M N = AC = r: donc PM = f — ' 

Pour conftruire les lieux géométriques curvilignes, je pren- 
drai d'abord l'équation la plus générale de la courbe , ôc la 
conftruâion de cette équation fervira de formule pour tous les 
lieux à la même courbe. 
*îg- ?l> 304. Pour trouver l'équation la plus générale de la parabole > 
l'ordonnée étant rapportée à fa concavité , foient K P ôc D L 
parallèles entre elles , aufli-bien que K D ôc Q M , ôc foit l'an- 
gle quelconque L D H. Faifant DH = ^, LH = r,ï) L = j, 
D K = P N — » , K A = /? , qu'on décrive avec le para- 
mètre t la parabole A M , dont l'axe ou le diamètre foit A 
Soit enfin , DQ == QM = ji :on aura 

DH : DL :: DQ : DN = KP 
DH : HL :: DQ : QN 

r m 

q : r :: x : — — 

Donc AP==PK -=K A = -^ — p, & PM = QM 
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»- KD — Q N = y — 
PM = ix AP,on aura 



r x 



m 



p— n ; ainfi , puifquc 



_ 2«jH j h« l = — 



c'eft-à-dire, 

v* 1 r * y 

J i 



— 2 ny 



r n r x 
î 



joj. Pour le cas où l'ordonnée eft rapportée à la convexité j Fig. $6; 
foit IM, parallèle à D Q, & DI, parallèle à QM,DH = $, 
LH = r, DL»i| K A = p, D K = P N = n, 
I M = D Q — y y QM = *. Ayant donc encore décrit 
la parabole A M avec le paramètre t , on aura 



• 


D H 


: D L :: 


DQ 


: DN 




<7 


: s :: 


y 






DH 


: HL :: 


DQ 


: QN 


• 




: r : : 


y 


* î 


Donc A P = 


D N 


- AK = 


* y 

« 


— p, & PM = QM 


-QN - 


P N 




r y 


— ». Ainfi , puifljue 


PM* =* t x 


AP> 


on aura 


• 





ç'eft - à - dire ; 

mA . %r * * 



* r \V - es g »* *+• 



t m r y 



-4- »* 



1 N r?'' 
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91. 3<>£. Soit, par exemple , ( N°. 304. ) y 1 — a x = o, oa 

aura ~- = 0 , par conféquent - == o , 6c s = 7 , 

» = o , 6c ~- = <j, c'eft-à-dire, a = t. Le point D tom- 
be donc fur le point A, 6c le point Q fur le point P , il fuffira 
donc de décrire la parabole A M avec le paramètre a , 6c on 
aura AP«*,PM = y. 

307. Sohy* + ay — b x H- ^ a % a=* o , on trouvera <■—■ = o , 

par conféquent le point H tombe fur le point L , 6c s = q. 
Mais a = — 2 pi : donc — \ a = n. De même , — t — — b, 
6c par conféquent t = b. Enfin , »* -H / p = ^ a* , c'eft à-dire , 
~ a 1 -f- A/? = ~ a % , par conféquent p = o. Le point K tombe 
15g. 9j. donc fur le point A. C'eft pourquoi on décrira la parabole A M 
avec le paramètre b, ôc fur le point A on élèvera la perpendi- 
culaire A B = ~ a. Car , parce que » = — 7 a , ayant mené 
BS, parallèle à l'axe AP, on aura MS =_y, ôc BS = *. 

308. Soit y* — a y — bx — = o , on trouvera 

= o , par conféquent q s*= x. — 2 » = — 4 , n = -J. o. 
— r = — = + ff = — c x y tp=. — c* — ~ a 1 , 

Kg. >7. C'eft pourquoi on décrira la parabole A H M avec le para- 
mètre b , ôc parce que K A ou p eft une quantité négative , il 
faut la retrancher de A P , de forte que l'origine de l'indéter- 
minée * foit en R ou N. Enfin , parce que n = 7 a , qu'on 
falTe A D = T a , ôc qu'on mené D Q , parallèle à l'axe A P , 
on aura NQ = RP = *, ôc Q M = y. 

Soit ** — m y\-\- b* = o : on aura , par la féconde formule, 
~-=o, par conféquent.^ = s. De plus , n = o , Ôc — * = — * , 

l = a. tp=zb x )ap~b x y p = — . On conftruira donc 

la parabole A H M avec le paramètre a, Ôc taifant AK= ~ , 
on aura & P == *, PM 

' 30p. Soit y 1**- -+• -^-fr <•* = o, on 

trouvera — "-57" ~ — " ^J" > -~ == ■ ■ . 2 » = o. * 
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p ésa 6. On conftruira donc la parabole A H M àvec le pa- Kg. m 

ramctre 2 ~- 1 & ayant &it AO»a*&«=R 0,per-> 

pcndiculaire fur AP, on mènera la droite AT par le point 
O, ôc on aura y = TM, parallèle à OR, ôc AT = *. « 

510. PréTentement , pour trouver l'équation la plus générale 
à l'eliipfe, foit l'eliipfe A M B décrite fur le diamètre AB, 
& foient KD, L H , parallèles à la demi-ordonnée PM,6c 
DL, parallèle au diamètre A B. Faifant KD = P N — » , 
KC=s/>, DH=s^, LH = r, 1 > ! r , le dcmi-dia- 
metre A C , ou C B = m , le paramètre = r , DQ = #, 
Q M = y : on aura KP = DN, & 



DH 

DH 

1 



HL :: DQ 

r : : x 
DL :: DQ 



QN 

r » 

1 

DN 

t X 



Ceft pourquoi CP^DN — KC 
PM = QM — Q N — PN = 
mais par h nature de l'eliipfe , 1 1 2 m : : P M* : À B X P B; 
or, PMW - -^r 2 - + ~ * » y 
AP=m + -i-ï /> , & PB=« -h f ; 



par conféquent AP x PB «m 1 — p\-±- .* p ?» à '* ** ■: 

doncr ^ - _^UL + J^LL _ a * , 



* r r « 



1 m» — t p» 



IL*. _ i£i£l. ; donc enfin 

J 



1 0 j 



2 Wl 

1 P* , 



i m 
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So\ty % H c -y— = o. Parce que dans 

cette équation nous n'ayons pas le reftangle xy , ni les pre- 
mières puuTances de y & * , on aura = o , q =* s , 

n = o, /? = o; donc — - — = -4- > c'eft-à-dire , que c : £ 

t tu* 

comme le paramètre eft au diamètre. De plus, p^- 

m , & fubftituant fa valeur au premier terme de 

cette équation, = ; donc m 1 = a», & le demi- 

diamètre m = a. Ainfi , puifque — *= -y- , on aura 
x = C'eft pourquoi conftruifant rellipfe A M B avec 

le paramètre * * c & l'axe 2 a , on trouvera CP = 

Soit y -if € J^L 5Lf- = o. 

Puifque dans cette équation nous n'avons ni xy , ni y au 
premier degré , nous trouverons — = o,n = o,oci = fl; 

donc * = -j- , ainfi le paramètre eft au diamètre A B , 
comme b : c. Mais \tj = , c'eft-à-dire, 

2 p = </ , ou p = ±d , parce que = Enfin 

1"£- + 't* « — c'eft-à-dire, 

— = a* y ou m* = a 1 -4- 7 Ceft pourquoi le demi- 
diametre eft Va 1 -+- £ On décrira donc l'eUipfe avec ce de- 

mi-diametre fie le paramètre — — fl ^ H " * * — , & on fera 

KC = \ ày ce qui donnera KP = *, & P M 
5,3. Soit ^ *-p- -H -^f- 

on trouvera =■ -y- i par conféquent -y- = -^r > 

ûr, "fr "+■ -7^ r- > P ar conféquent ^ 

Enfin,«=o 3P =o,&--L!^=-.s 

par 
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par conféquent m'- = ^l'*^ - y donc m » — j^ZZ , 

Par là on trouvera le paramètre r , c'eft pourquoi* l/, avec ce 

paramètre & le diamètre 2 m, on décrit l'e1lipic,ôc qu'on fane 

^ • r 5 .^/' & D F = du point C, ayant mené C Q par F'fr 99. 

t jufqua la rencontre de la demi -ordonnée PM prolongée, 

on aura Q M = y , & C Q = x. ■ 6 

314- Dans Fellipfe on a la proportion b : a : : y 1 : a x — "• 
ceft pourquoi fi * = * , c'eft-à-dire, fi le paramètre eft égal 
au diamètre, on aura jr*»** — **, OU j>* — * v > = o 
qui eft l'équation au cercle. Ainfi l'équation à l'eîlipfe devient" 
au cercle , en faifant t = 2 m , Ôc l'angle en P droit : dans 
lequel cas on a 

y - zrxy -f- — 2 njr -»J^*_ = p 

ï 1 *• 




D ailleurs, comme on peut voir, en comparant l'équation pro- 
pofée avec la formule générale, fl f=a Wj la même formule 
peut fuffire pour conduire les lieux à l'eîlipfe & ceux au cercle. 

31*. 6uppofons,par exemple, l'équationy--*-**-^ -cx= o. 
Puifque xy manque , on aura ~ = o , s = Ceft pourquoi 
TÏT = 1 * c'eft-à-dire, t == 2 m. Par conféquent le lieu eft: 
au cercle. Or, en comparant les termes homologues, on trouve 

_±J_£_ parce que 

# = 2»T, 2p = c , p = { c. Enfin — /»* H- = 0 , ' 
»* -h ^ = fflS c'eft-à-dire, ~ H- ^ c a = , w * • donc 

Ceft pourquoi ayant mené la ligne A B, & ayant pris fur Pi*, xo.* 
cette ligne CN = GD=^, fi on. fait GN== C D = |r, 
& que du centre C avec le rayon CG on décrive un cercîe 
orwura GR- NP = *, & JIM = jy. Car, puifque , 

C G = CD + GD, on aura CG = V' b- ~ c - ■ ôc 
parce que P R = GN = i,, on aura auffi P M ==/--. | , , 

par conféquent P M* = y-' — f<y J De plus, C P 

Bbb 
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ss pN-NC=*-Ti, donc C P*= x> — 
c'eft pourquoi, puifquc cT-4- PM CM, on aura enfin 

par confc'quent y -h ** — cy - 4* = o > qui eft léqua- 

tion propofée. - i- 

3 1 6. Pour chercher une formule générale pour la conftruc- 

tion des lieux à l'hyperbole par rapport à fes ; diamètres, toit 
,ig.,o,. l'hyperbole A M, donc le centre eft C , décrite fur 1 axe 
,lg ' A B = a m . ayant mené K D , ôc L H , parallèles a Q M , 

D L parallèle à B P , qu'on falTe KD - PN«»,KC^, 

qui donnera K P = D N , Ôc 



DH : HL :: DQ : QN 
q : r : : x : ~~ 
DH:DL::DQ:DN 



s x 

1 



Ceft pourquoi CP = DN-KC = -~ ~ fi * 
PM = Q M — Q N — P N = jy — ~£ — *• 

Mais r : 2 m :: PM : A P x P B ; & P M = ^ 
_LUL>L.4_J^1 _a»y-+--^^--t-» l > ôc APx PB 

— 1 : ,» X X xfSX 



CP — CAxCP-+-CA=CP-CA = 



•4- p- — »• ; donc x ro p 

Ce qui donne pour équation générale 



I t p S X 




- s* fc- - 




I m 1 
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Lorfque i a m l'hyperbole eft équilatere. 
On trouveroit la même formule pour l'hyperbole rapportée à 

fes diamètres conjugués , excepté qu'alors le terme auroic 

le figne moins. 

317. Soit y 1 — c *' ■ a \ ' = o. On trouvera 

— - = o,» = o, i p s= o, s = q ; par conféquent 
i — - g w - = — -y- 5 donc je paramètre eft au diamètre; 

comme c : b : or a * t ™ = ~~y~ > donc wj 1 = a 1 , parce 

que t : 2 m :: c : b. Ainfi le diamètre de l'hyperbole eft 2 <? : 
on pourra donc trouver ce diamètre par le rapport donné du 
diamètre au paramètre , moyennant quoi on pourra conftruire 
l'hyperbole A M L , qui donnera C P = x , P M = y ,• Fi £- 
car A C = C B = a , par conféquent B P = a -f- x , & 
A P = x — a , donc A P x P B = .y 1 — a z ; donc <: : 

£ :: j,* : x l — «*, donc enfin y 1 c -£— -h ~ c — o. 

518. Soit y 1 — - *— — fl 6 * * ■ = o, cette équation 

'donne ~- = o, n =0, & parce que r = o, DH tombe FÎ S- 

fur D L , & s = q. C'eft pourquoi — t : 2 m : : — r : £ , 
ce qui donne le même rapport du diamètre au paramètre , que 
• dans le cas précédent. Mais 2 1 p : 2 m : : ac : £ ; donc 



IOÎi 



» m i m 



ou m 1 = p- ~ ± a 1 , par conféquent m = - a , c'eft pour- 
quoi le rapport du diamètre au paramètre faifant connoître le 
paramètre, qui eft on conftruira l'hyperbole AML,6t Flg ' lot; 

on aura B P = x , P M = y. 

■ 

31p. Soit — * l ^ — <* a: — o. On trouvera 

= o , s — q , donc — TbT" = 1 1 c c ^ * à " ^ irc > 
f = 2 m , & l'hyperbole eft équilatcre. De plus, — 2 n = b , 
n = 7 £ ; = — <i , & parce que f = 2 /w , 2 f == — a , 

p = — ~ a ; n l ■+- ■ OT ' = , n 1 -4- m 7 - — p 1 . 

W* = c 1 — n», c'eft-à-dirc = ^ a 1 — 7 A*. 

B b b ij 



1 



• 3 8, Traite' d'Algèbre; 

e . On conrtruîra donc l'hyperbole, équilatere A M L avec le 

* ^ diamètre 2 - > ^ant CR = |*,KR = GP 

= i £ ôc on aura KG = RP = y, G M = y car 
PB = CB + CR + RP = l / 7« l — i: b'- -h ±a-{-x, 
& AP-AR •+■ RP = CR - CA + RP = ^ 

, V~î- a - — - b- x , & par conféquent AP x BP=n 

x > V 1 ** ; mais PM = GM + GP_ = > -H i b : 

donc PM*« y- -+- by H- £ i», & puifque P Al = A P x P B , 
on aura f- by -4- J -i- * l + i^ 1 , donc 

»,x — -H £_y ■ — a x = 0. 

320. Soit y — * l — £j> -H ax = o. On trouvera 

— = 0, r — o , q s , r=2«;de plus , — 2 » = — 

„ 1 = | *; 2/» = « , ? = i a ; » l +j^_n£l^_ 0 > m ' 888 

— h'- = i a 1 — 7 : donc m=V- y a- — i b-. 

101, On conftruira d onc l 'hyperbole équilatere A M L fur le dia-, 
mètre 2 V ~ \ b 1 , ôc du centre C prenant C F = £ a , 

f H = v • perpendiculaire fur F P , ôc ayant mené H N , 
parallèle à F P Ôc N M parallèle à F H, on aura H N = *, 
N M = y;car BP = FP — BF=** — ^-J-Vj* 1 — ~b z , 
A P = FP — FA=.v- -^a — V\a* — par con- 

fcquent A P x P B = * l — -j-j-^; or, P M=MN — PN 

— ^ _ 2. par conféquent PM = / — by-t~~b* ; ainfi 

puifque FS^ A P x P B , on aura y* — * .y -+- i h* = art 

— a x -h - b 1 , donc _y* — — o y a x = o. 

lig. 103. 321. Soient enfin SA, AR, les afymptotes de l'hyper- 
bole M I : qu'on mené D L parallèle à l'une des deux , ÔC 
D H qui fafle , avec D L, un angle quelconque , ôc foient 
K D, Q M, IR, L H parallèles à l'autre afymptote ; qu'on fafle 
enfinKD = PN= W) KA=;,DH^,LH = r,DL^ 

DQ = *, QM=>, RI = >», ARx=D,L = î : on aura 



1* 



DH : HL :: DQ : QN 



r x 



q : r :: x : — - 

DH V DL r: DQ : DN 



s : 



» • 



SX 
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Donc AP=DN — A K = — p, & P M = Q M 

-PN-NQ=>-» Ainfi , puifque A R 

xRI = APxPM,pn aura 

wj f = ^ * — *** — pqy~snx + prx+pnq: 

™q = xy--^ ^^iif.^ JLM_ . 

donc enfin 

322. Soit *> 4- î±i- = o : on aura %, I0JÎ 

*^-=o, r = o , & q = s êt parce que le point U 

tombe furie point H, tJL ~ ~~ , ceft-à-dire,* 

p — — Mais — » = o , parce que x 
manque dans cette équation. Enfin -£-^-2 m q = ISA ■ 



mais ?" 7 = o , donc m q = m s = * b f d ; donc fi 
5 = -~ — , on aura m = d. Qu'on fafie donc AR= -■" L , 
fit IR = & ayant conftruit l'hyperbole entre fes- afymptor 
tes , qu'on fafle encore O A = -f rf ■ , on aura O P = x ; 
P M «= > J car A P = a? H- ; pa r confdquent 

AP x PM = .v;+ l±Z-- 9 donc puifque AR x RI = , 
on trouvera enfin xy 4- £ - * = * * * ; & par confé- 
quent *j> 4- -X£j! f_L£_ bb o. 

323.. Soit xy — h *' ■ r^y = o , on trouvera. 

B b b iij 
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, — ex mm- c'eft - à - dire , r i, ^ =s <j ; or * 

^. -£-2- = — r : donc p = - ; de plus, n — o t 

ou = » i c'eft-à-dire , — -~ = »; enfin tJLÎ m ^ = o 

ou p " ? = m q y ou = m t c'eft-à-dire , — == w. 

ConnouTant les valeurs des droites AK, K D , DH, HL, 
AR, RI, la conftruttion du lieu eft facile : car AK = -~- , 

KD = -~-,DH = a, HL = b , D L = A R = X , 
R I = ~r-j I> Q = x , Q M = y : c'eft pourquoi 
À R X R I = : mais 

PH : D L :: D Q : D N 



* > 



S X C S ; 



& puîfque K. A = -~ y on aura AP = 
mais on a encore 

DH : LH ::*DQ : QN 

. bx , 

* ' h b x : -j— b 

C'eft pourquoi , puifque K D = P N = — ^p— > ôç 

Q M = y , on aura PM = j — h -~ • de 

plus,APxPM=^--L^~-^-*- 

Ainfi , puifque ARxRI=APxPM,on aura 

s x y s c y b s x* , b 9 C*_ * * <» - 

-— m ■ — i ^1 "+* ï» a 1 1 

i b x* 

donc x y — c y \ — — - = o. 

324. Afin qu'on puifle juger plus facilement avec laquelle 
des formules précédentes on doit comparçr l'équation à .conf- 
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truîrc : voici les marques qui pourront le faire connoître. Je 
diftinguc deux cas, i°. celui où le rectangle xy fe trouve dans 
l'équation propofée : 2 0 , celui où il y manque. • 

i°. Si le rectangle xy fe trouve dans l'équation , 6c qu'il ne, 
s'y trouve aucun des quarrés indéterminés, ou du moins qu'il 
ne s'en trouve qu'un , 4e lieu eft l'hyperbole entre fes afympto- 
tes; fi les quarrés indéterminés ont' différens fignes , c'eft l'hy- 
perbole rapportée à un diamètre ; fi ces quarrés ont le même 
ligne, ôc que la moitié du coefficient de xy foit égale à la ra- 
cine du coefficient de , le lieu eft une parabole ; s'il eft 
moindre, c'eft une hyperbole; s'il eft plus grand, c'eft une 
ellipfe. 

32?. Si le re£hngle xy manque, & qu'il n'y ait qu'un des 
quarrés indéterminés, le lieu eft une parabole ; fi les deux quar- 
rés ont le môme figne , c'eft une ellipfe ou un cercle ; s'ils en 
ont de différens , c'eft une hyperbole : 6c , dans ces derniers 
cas, l'hyperbole devient équilatcre , 6c l'ellipfe devient cercle, 
fi le terme x 1 eft dégagé de fractions. On peut fe convaincre 
de la vérité de tout ceci, par l'examen des formules précéden- 
tes | ou des propriétés particulières des fections coniques. 

♦ 

PROBLEME PREMIER. 

326. conftruire un rhomboïde , tel que le rectangle de fes 
deux côtés foit égal à un quarré donné. 

Soit le quarré donné a 1 , ôc les côtés du rhombe x 6c y : 
on aura, par la condition du Problême, xy = a\ C'eft pour- 
quoi , entre les afymptotes C G ôc C R , on conflruira une 
hyperbole dont la puiffance fera A I = a : elle donnera C Q 
pour un côté du rnombe , ôc Q M pour l'autre. 

PROBLEME IL 

327. Conftruire un quarré qui foit égal à un rectangle dont 
les côtés différent d'une ligne donnée. 

Soit la ligne donnée b , un des côtés du rectangle x , 
l'autre fera b H- x ; donc , par la condition du Problème, 
y 1 = b x •+• qui^ft un lieu à l'hyperbole équilatcre, 
dont le paramètre eft b. 

Si on compare l'équation y x — x % ?— b x = o avec la for- 



3S4 Traite* d'Algèbre.* 

mule générale , on trouvera ~— = o , r = o , q = s } 

-~ =o., 2 n s= o, - = o , »* sa o ; mais 



t î 1 



= — i , ceft-à-dirc , parce que q z î= s 1 , 

- p« = i , ou t = 2 m ; ce qui fait voir que le lieu 

eft à l'hyperbole équilatere. De plus , / 1 " — b : 

donc 2 p = > — b , Ôc p = — ~ b , parce que t = 2 m , 

& î = ^. Enfin , — t~ — sas o , parce que le 

terme , entièrement connu , ne fc trouve pas dans l'équation 
donnée ; donc m- — p 1 = o , ou m z = p z = ± b z : donc 
>w = 7 ^. La conftru£tion fe déduira facilement de la conf- 
Fig. 101. trudion générale. On fera le premier axe A B = b. Par- 
ce que KC = — \ b > I e point K fe trouvera du côté 
oppofé , 6c même fur le point A . parce que K C eft égal 
au demi-axe. Ainfi l'origine de l'indéterminée x fera en A : 
car , à caufe deDK=PN = o, le point D fe trouve 
en K , ôc»par conféquent , dans le cas préfent , en A. Pareil- 
lement, à caufe de H X. = o , les points H ôc L fe réunif- 
fent auffi-bien que les points Q ôc N , ôc parce que PN = 0, 
les points N ôc P , 6c par conféquent Q ôc P fe réuniffent 
aufli ; c'eft pourquoi l'origine de l'autre indéterminée y eft en 

P. Car BP— b 4- x > donc APxPB = i* + x î , 

1 — 1 

ainfi puifque P M = y- , on aura y x = b x -f- x 1 . • 

PROBLEME III. 

Fig. 104. 3 28 - Sur une droite donnée AB conftruire un triangle, de 
forte que les quarrés des côtés A C ôc C B foient en raifon 
donnée. 

Soit la raifon donnée b: c, AB = <a,DB = A',DC ==y , 

ôc par conféquent AD — a — a\ AC =y z -ha z — 20**4- x** 

ôc C B = x z + ) l ; ainfi , par la condition du Problème , 
b : c : : y z a z — 2 a x x 1 : ** H- V % } b X x ■+■ by z 
cas cy l -+- a- c — 2 a c x -i- £ x z : donc y z x 3 - 
x a c x «* c. _ 

Le 
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Le re&angle xy manque dans cette équation, 6c les quar- 
rés y 1 ôc x 1 ont le même figne , c'eft pourquoi il faut la 
comparer avec l'équation générale des lieux a l'ellipfe. On 

trouvera -~—=o } r ~ o , q = s , — 2»=»o, 



* , , ' 1 -'-'-> q 

-zr~ s —r~ = i j — - — = i » c'eft- à- dire , 

î i m q* 7 i m ' 3 

f = 2 m ; le diamètre 2 m étant égal au paramètre , le lieu 
à conflruire eft un cercle. 



» n r 



féri~> c'eft -à- dire; 




m 



b — C b — 4 

Vb~~c 



b — c ' 

4 C 



Si on fait donc A L = b *J_ - , ôc qu'avec le rayon 
CL = — 7 — ■ on décrive le cercle E C F , on aura 

A D mm X, D C mm y. 

PROBLEME IV. 

32p. Ayant décrit le demi-cercle HGI, fur le prolongement ?îg. ioy, 
de fon diamètre HI foit prife une partie à volonté AB, qu'on 
divifera en deux également en C > duquel point on élèvera la 
perpendiculaire C D égale au rayon G F. Ayant mené dans le 
cercle une ordonnée quelconque L N , qu'on rafle D C : 
AC :: H L : AP , Ôc c«u'on élève en P la perpendiculaire 
P M = L N : il s'agit de déterminer le lieu de tous les 
poi»ts M trouvés de la même manière. v 

C c ç 
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Soit HF=GF = DC = d, A C = a, AP = *, 
P M = ) : on aura , par la fuppofition , 

A C ; D C : : A P : H L 

j d * 

a : d :: x : — 

- • ¥ ¥ J d x ■ * a à — d x 

C eft pourquoi L I = 2 a — — - — = - ; » 

donc £1? = " di \r d ' - = f S pat confié 
quent a 1 : 2 ax — x x :: d 1 : yK Le lieu cherché eft donc 
une ellipfe dont les demi-axes conjugués font A C &. CD. 

PROBLEME V. 

330. Divifer une droite donnée D B de forte que le rec- 
tangle de fes parties foit égal au rectangle d'une donnée CA 
par une indéterminée^. 

Soit DB = <j, AC = A, DP=x, donc PB = <a — x , 
& par la condition du Problême , a x — x* = b y , ou 
x 1 — 0 * by sas o. 

On voit que le lieu eft à la parabole : ainfi , comparant 
cette équation avec la formule générale trouvée pour la para- 
bole , on aura — - = o, q = s , — 2 » = — a , 
n = i a, y- = * = — — t p = o ,. 

i a* — bp mm O , J * = */> , J -y- = 

Le paramètre eft donc — b. Avec ce paramètre on dé- 
crira la parabole AMB, on fera l'axe A K = — 9 on 
aura KB c= = i DB, & cette ligne D B eft celle 
qu'il s'agit de couper. Ayant donc mené P M parallèle A K , 
on aura PB •= * , P M —y ; car K P — R M = \* - x y 

& AR = -if y: donc ^ a 1 — a x + x* = \a\~by>. 

& x } — a x -+- by = o. 
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CHAPITRE VIII. 

De ï interfeftion des lignes Algébriques , Ù* de la conj^ 
truftion des équations de tous les degrés. 

331. T^Outes les conftructions d'équations dépendent 
J_ de certaines interférions de lignes droites ou cour- 
bes ; c'eft pourquoi je traiterai d'abord des interférions des 
lignes Algébriques , après quoi je pourrai développer d'une ma- 
nière plus générale & plus feientifique , les vrais fondemens 
des conftru&ions des équations Algébriques de tous les degrés. 
Jepourrois me difpenfer de parler ici de la conflruction des 
équations du premier & du fécond degré , dont j'ai traité dans 
la première Partie de cet Ouvrage , mais je ne crois pas qu'on 
fort fâché de les voir reparoître préfentées d'une autre ma- 
nière , d'autant plus que , par ce moyen on réunira fous un 
même point de vue tout ce qui regarde cette matière. 

352. Au point où l'axe rencontre la courbe, l'ordonnée 
s'évanouit, c'eft - à - dire , y — o; ainfi l'équation oui réfulte 
de cette fuppofition ne contient plus d'autre variable que x, 
dont elle donne les valeurs , & par conféquent les points de 
Taxe où il eft rencontré par la courbe; mais toute ligne droite 
peut être regardée comme axe d une courbe , & par confé- 
quent on pourra , par ce moyen , trouver le nombre d'interfec- 
tions d'une droite avec une courbe quelconque. Le nombre 
des interférions fera donc exprimé par l'expofant de la plus 
haute puiflanec de x , fi toutes fes valeurs font réelles ; & fi 
x a des valeurs imaginaires , il y aura autant d'interfections de 
moins. 

355. Si, dans l'équation générale du premier degré, on fait 
y = o , on aura a -+- b x — o , qui ne peut avoir qu'une 
racine , c'eft-à-dire , qu'une droite ne peut être coupée par une 
autre en plus d'url point ; fi , de plus , on fait b = o , l'équa- 
tion impofilble a = o , fait voir que , dans ce cas , elles ne 
fe coupent nulle part, c'eft à-dire , qu'elles font ' parallèles : en 

Ceci; 
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effet , dans ce cas , on a x = ~~ h — = -""" o * - , c'eft- 

à-dire, que .v eft infini; parce qu'une fra&ion, dont le déno- 
minateur eft infiniment petit , devient infiniment grande , de 
forte que la ligne repréfentée para: ne rencontre qu'à l'infini 
la droite à laquelle on la rapporte, & par conféquent peut 
être regardée comme parallèle. 

334. Suppofant^y = o, dans l'équation générale du fécond 
degré > on aura a-t-bx* J hdx z = o qui a deux racines 
réelles , ou aucune , ou une feule , t i d = o ; ainfi une ligne 
du fécond ordre peut être coupée par une droite en deux 
points , ou .en un , ou nulle part. 

33;. Dans la même fuppofition, de y = o, l'équation 

générale, pour les lignes du troifiéme ordre, devient : 

a •+- b x -4- à x % g *3 ; or , cette équation ne peut 
avoir plus de trois racines , & par conféquent . une ligne du 
troifiéme ordre ne peut être coupée par une droite en plus 
de trois points ; mais il fe peut qu'elle ait moins d'interfec- 
tions:par exemple deux , fi g = 0, Ôc fi, en même-temps les 
deux racines de l'équation reftante font réelles, ou une feule, 
Ci l'équation a deux racines imaginaires , oufi£ = o& d = o; 
ou aucune, fi g = p , & que les deux racines refiantes foient. 
imaginaires , ou fi b , d , & g s'évanouifient a demeurant réel. 

336. On voit donc , en général , que le nombre d'interfec- 
tions d'une droite avec une ligne d'un ordre quelconque 9 
ne peut furpafler l'expofant de cet ordre , mais il peut être 
moindre. Surquoi on peut remarquer en particulier, qu'une 
courbe ne peut jamais être coupée par chacune de fes ordon- 
nées , ou par les parallèles de cette co-ordonnée , qu'en autant 
de points que l'expreflîon de cette co-ordonnée a de dimen- 
fions dans l'équation : ainfi, dans l'équation à la parabole 
y l ==ax,on voit que cette courbe ne peut être coupée qu'en 
un point par fon axe , ou fes parallèles : quoiqu'elle puiffe l'ê- 
tre en deux par fon ordonnée y , ou fes parallèles. 

337. Préfentement , pour découvrir jufques où peut monter 
le nombre des interférions de deux courbes , il faut les rap- 
porter à un même axe, qui donne une ordonnée & une abfcifle 
particulière pour chaque point d'interfe&ion , alors ces courbes 
étant repréfentées par des équations qui expriment le rapport • 
deJeurs co-ordonnées. x ôc_y, fi on pcend la valeur d'une des- 
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variables^ dans l'une des équations, & qu'on la fubftitue dans 
l'autre, l'équation réfultante donnera au moins autant de va- 
leurs de x qu'il y a d'ordonnées qui donnent des interférions ; 
puifque chaque point d'interfeÊtion a fon ordonnée & fon abfcif-' 
le particulière. Or le plus haut expofant de l'équation réfultante 
ne peut furpafler le produit des expofans des ordres de ces lignes», 
car, foit une ligne de l'ordre m ôc l'autre de l'ordre n : fi on 
prend la valeur de y dans l'équation de la première , elle fera 1 
exprimée par un radical dont rexpofant fera m : fubftituant donc' 
cette valeur dans la féconde équation où là plus haute puifiance' 
de y eft y,& faifant difjparoître les radicaux, le terme du plus 
haut expofant fera néceflairement x m ■ , puifque , dans ce cas , 
m ôc n ne peuvent être que des nombres entiers : donc le 
nombre des valeurs de x ne pourra furpafler mn, c'eft-à-dirc , 
le produit des expofan9 des ordres de ces lignes ; donc le nom- 
bre d'interfeclions de deux lignes d'un ordre quelconque ne 
peut furpafler le produit des expolans des ordres de ces lignes. 

338. Après avoir fait voir en combien de points une ligne 
d'un ordre quelconque en peut rencontrer une autre , il nous 
refte à donner la manière de trouver ces points. C'eft un dé- 
tail où il eft à Dropos d'entrer, parce quil eft. intérefiant pour 
la conftru£tion des équations. 

Pour trouver les interfeclions d'une droite avec une courbe 
quelconque, dont la nature foit exprimée par une équation 
entre fes co-ordonnées AP = x , ôc PM=j, on prendra Fîg. i©tv 
l'équation à la ligne droite entre les mêmes co-ordonnées 
ôc y , qui eft b x -+- c y = a ; faifant x =^ o , elle donnera 

y tes A D = -j- ; ôc faifant ^ = o , elle donnera x = — A B — ; 

par où on pourra connoître le point B où cette droite ren- 
contre l'axe , ôc en même-temps l'angle B , dont la tangente 

eft -xi*— — ~ - • Ainfi on pourra repréfenter la droite 

ôc la courbe par des équations entre des co-ordonnées com- 
munes : enfuite faifant dans l'une Ôc l'autre équation les co-or- 
données égales , la réfolution de ces équations donnera les 
abfciftes auxquelles répondent les interfeclions, ou les ordon- 
nées; c'eft- à-dire , que fi on fait difparoitre j' , l'équation réful- 
tante donnera les valeurs de x, AP ôc Ap , qui font des ■ 
abfciiïes, dont les ordonnées P M ôc P m paflent par les 

C c c nj 
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points d'interfe£tions. L'équation à la ligne droite donnera 

y = * ~ * * , laquelle valeur étant fubftituée dans l'équa- 
tion de la courbe , les racines réelles donneront les abfcifles 
auxquelles répondent les interférions. Mais, puifque dans la 

valeur y = * ~~ e * x l'inconnue x n'a qu'une dimenfion, 

l'équation qui naîtra de la fubftitution n'aura pas plus de di- 
menfions que la première équation de la courbe : 6c même, 
elle en aura moins , fi les plus hautes puiffances de x fe dé- 
mâtent par la fubftitution. Ayant ainfi trouvé les abfcifles qui 
répondent aux interférions, on jugera du nombre des inter- 
férions par les points où les ordonnées de ces abfcifles ren- 
contrent la droite BMrw,parce que chaque ordonnée ne peut 
rencontrer cette droite qu'en un point, au lieu qu'elle peut 
rencontrer la courbe en plufieurs. i>i deux valeurs de x font 
égales, deux points d'interiection fe réunifient , par conféquent 
la droite B M devient tangente , ou coupe la courbe en un 
point double. 

33p. Si, après avoir chaffé y , l'équation rc-fultante ne don- 
ne aucune valeur réelle de #,ce fera une prouve que la droite 
B M m y ne coupe , ni ne touche lu courbe nulle pan ; mais 
les racines réelles donneront autant (-/interférions ; parce que 
chaque abfcifle réelle fournit une ordonnée réelle à la droite 
qui éiant la même cjuc L'ordonnée de la courbe , il faut né- 
ceflairement qu'il y ait une interfection. 

54c. Préfentement , pour déterminer les interférions de deux 
Fig. ro8. courbes, foient deux courbes auclconqucs ME m, MF*», dont 
la nature foit exprimée par ces équations entre les co-ordon- 
nées rec~tengles x ôc y rapportées au même axe A B Ôc à la mê- 
me origine d'abfcifles A; prenant donc des abfcifles égales, on 
aura des ordonnées égales , ou plutôt les mêmes ordonnées 
pour les deux courbes partout où il y aura interfection ; c'en: 
pourquoi, fi, prenant la valeur de y, on forme une nouvelle 
équation qui ne contienne plus que x, cette équation don- 
nera les valeurs de x, c'eft-à-dirc , les abfciiTes AP, Ap, &c. 
qui répondent aux interférions. Ënfuîte , fubftituant ces diffé- 
rentes valeurs de x dans la valeur ce y trouvée précédem- 
ment , on aura les valeurs des différentes ordonnées qui abou- 
tiflent aux interférions. 
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341. Pour trouver les interférions d'une parabole représen- 
tée par l'équation y* — 2 xy -H ** — zax = o, & 
d'un cercle repréfenté par l'équation y* «+■ * l — r* = o : 
je fouftrais la première équation de la féconde , & j'ai 

2 .v y 2 a x — c z = o , qui me donne y = 



qui fait voir qu'on trouvera toujours des valeurs réelles de _y 
qui répondront à chaque valeur de #. Qu'on fubftitue donc 
cette valeur de y dans une des deux premières équations , ou 
trouvera 

* 4 — 4 a c z x •+■ 4 a 1 — 4 c x x -H 4 * 4 = o 

dont toutes les racines réelles donneront de véritables inter- 
férions. Suppofons ? » 2 0* Ut dernière équation deviendra 

4 a 4 — 4 «3 x — 3 a* x* -t- * 4 = o 

dont une des racines eft * = 2 a ,* & divhant l'équation pat- 
cette racine * — 2 a, on aura 

gj 4- 2 a x z •+- a 1 x — 2 ai = o 

qui donne encore une racine réelle : or, on trouvera une 
ordonnée pour chacune de ces racines, moyennant l'équation 

y = * *' ° x i car fi on fubftitue à .v fa valeur 2 a, on 

aura y = o, ce qui fait voir que l'interfection fe fait fur l'axe 
môme. 

342. De-là, on peut conclure que lorfqu'on peut trouver 
une fonction rationelle de x pour valeur de y, chaque valeur 
réelle de x dans la dernière équation donne une interfection 
vraie. Mais , fi la valeur de y n'eft point exprimée par une 
fonction rationelle de x , il peut arriver que chaque racine 
réelle de x ne donne point une interfection , parce qu'il n'y aura 
point d'ordonnée réelle qui réponde à l'abfciuc repréfentée par 
cette racine : mais feulement les ordonnées imaginaires feront ' 
égales, 6c donneront une interfection imaginaire. 

34j. Il peut arriver que la dernière équation ait plu» de ra^ 
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cines réelles qu'il n'y a d'interfe&ions ; & même qu'il n'y ait 
aucune interfe&ion , quoique .v ait plufieurs racines réelles. 
Mais il y aura toujours au moins autant de racines réelles que 
d'interfeâions. On connoîtra s'il y a des interférions réelles , 
qui répondent aux racines réelles , en fubftituant chacune de ces 
racines dans la valeur de^>; car fi cette valeur eft réelle après 
la fubftitution , l'interfe&ion eft réelle , Ôc fi cette valeur eft 
imaginaire, l'interfeéiion n'eft qu'imaginaire. 

344.. Cette différence entre le nombre des racines réelles 
de x Ôc celui des interférions a feulement lieu lorfque dans 
l'une 6c l'autre équation, l'ordonnée^ a des dimenfions paires, 
l'axe principal étant diamètre de l'une Ôc l'autre courbe; ou 
lorfque les équations font telles qu'on ne peut faire difparoître 
y x fans que y difparoifle en même temps ; ôc par conféquent 
y ne peut être exprimé par une fonction rationelle de #. 

Si , par exemple , l'une des équations eft y 1 — x y ~ a 1 , 
6c l'autre y* — 2 x yl -+- x> y = ù 1 x 1 ; la première dorme 
y* — 2 x yî = a 4 — x 1 y x , qu'on fubftitue cette valeur dans 
la féconde , on aura a* — x z y 1 -+- #î y — b l x 1 , ou 

y* .— xy = == a* .• ce qui donne .v 1 = - t 3- b% -, 

ôc par conféquent x — — rE^*\ — . Il femlle donc qu'il y 

r n Va* -+- />* * 1 

ait deux interférions , mais c'eft la valeur de y qui doit dé- 
cider fi l'une ôc l'autre eft réelle j on la tirera de cette équation. 

y* — x y = a 1 : ôc on aura y 1 = — 7 ^~*~*. — •+* «* 9 
dont toutes les racines étant réelles ; il eft clair qu'il y a quatre 

interférions, de forte qu'à chaque abfcifle * = ~ii :.— — r- 

Va* -t- b* 

répondent deux interferions réelles. 

34c. Mais ce n'eft pas feulement lorfqu'aucune des deux 
courbes n'a aucune ordonnée réolle qui réponde à l'ablcUIe 
trouvée qu'il y a des interferions imaginaires. Il y a des cas 
où une courbe fournit des ordonnées réelles pour toutes les 
abfchTes , quoiqu'il n'y ait pas d interférions qui répondent à 
toutes les racines réelles de x. On en trouve un exemple dans 
la ligne du troifiéme ordre repréfentée par cette équation 

y3 — • 3 a y 1 % a 1 y — b a x 1 = o , 

qui 
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qui donne des ordonnées réelles pour toutes les abfchTes, & 

même trois pour chacune fi x eft moindre que ~ V\. Qu'on 

combine avec cette courbe la parabole exprimée par cette équa- 
tion y 1 — - 2 a x = o , qui n'a aucune ordonnée réelle , fi 
x eft négatif, & qui, par conféquent, dans ce cas, n'admet au- 
cune interfetYion. On fibftituera dans la première* équation la 
« valeur de y % prtfe dans la féconde , <k on aura 

2 a x y — 6 a z x H- 2 a 1 y — 6 a x x = 0 t 

m 

donc , y = 6 a ;* + = 3 x. Mais l'équation 

d'où on a tiré cette valeur eft divifible par y — »? x 9 & fi on 
fait cette divifion , on aura l'équation i$v\sy , îa l + afl* = o, 
qui donne x = -— a , qui , dans la parabole , n'a aucune or- 
donnée réelle : fubftituant cette valeur de .v dans l'équation de 
la li^nv; du troifiéme ordre , elle devient 

y y — 3 a y y -+- 2 a a y — 6 al = 0, 

qui^flonne une ordonnée réelle y ae 3 4 , les deux autres va- 
leurs de y contenues dans l'équation y 1 «+• 2 à 1 = o font ima- 
ginaires i & , dans cette occafion , ces ordonnées imaginaires font 
égales aux ordonnées imaginaires trouvées pour la parabole , & 
de là naifient deux interférons imaginaires. On trouvera auffi 
deux interférions réelles , par le moyen du divifeur^y 3 * = 0; 
car , fuliilituant cette valeur de y dans l'équation a la parabole , 
on a j — 2<j# = o;ôc par conféquent on a une inter- 
fettion à l'origine des abfchTes , ou .v ; — , ôc y - o : Ôc 

une autre qui répond à l'abfcine x = , qui donne 

* • 

346. Cet exemple femble contredire le principe que nous 
avons donné ci-devant , pour difeerner les cas où il n'y a pas 
d'interfe&ions imaginaires ; nous avancions qu'il n'y en avoit 
point] toutes les fois que la valeur de y pouvoit être exprimée 
par une fonûion rationelle de x. L'exemple précédent ne fe 
trouve en oppofition avec notre principe que parce que l'é- 
quation dont on a tiré la valeur dey, pouvoit fe divifer par 
une quantité qui la mettoit hors d'état de donner la valeur 
H Ddd 
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de y, ôc , dans ce cas , c'eft comme fi elle ne la donnoit 
pas. Toutes les fois donc qu'une équation fe peut ainfi dé- 
compofer , il faudra juger de chaque facteur en particulier ; car 
quoique l'un n'admette pas d'interfedions imaginaires, l'autre 
en pourra admettre. 

347. Nous venons de voir comment , deux courbes étant 
proposes , on peut trouver une équation , dont les racines 
marquent leurs points d'interfeûion ; il nous rcfte à faire voir 
comment les ^nterfe&io» s de deux courbes peuvent fervir pour 
repréfenter par des lignes les racines des équations. 

Une équation Algébrique qui renferme la feule inconnue se 
étant propofée pour en affigner les racines ; il faut chercher 
deux équations entre les variables x & y , qui foient telles 
qu'en faifant difparoître y , il en rJfultc l'équation propofée. 
Alors , fur le môme axe & avec la même origine d'abfciffes , 
pn décrira les deux courbes repréfentées par les deux équa- 
tions : des peints d'interfedion de ces deux courbes on mènera 
des ordonnées perpendiculaires fur l'axe , qui donneront les 
abfci'.Ves qui répondent aux racines de l'équation propofée. De 
cette manière, on repréfentera les vrayes valeurs des ruines 
cherchées , à moins qu'il n'arrive que l'équation ait plus de 
racines qu'il n'y a d'interfe Étions. 

348. Avant que détonner la manière de trouver les deux K- 
^ gnes qui fervent à la conftruélion d'une équation donnée, je com- 
mencerai par chercher les équations dont la réfolution dépend 

E de deux lignes données. Soient, i°. E M , FM deux lignes 
,£ * ï09 ' données qui fe coupent au point M. Qu'on prenne E F pour 
axe , & le point A pour l'origine des abfciffes , & que la per- 
pendiculaire ABC coupe la première droite en B , & la fé- 
conde en C. Soit AE = <a, AF = b , A B = <• , AC = rf, 
l'abfcifle A P = * , l'ordonnée P M = y , on aura pour la 

droite EM,« :.*::« -H # : y , ou ay '— c x a -H x ; & 

pour la droite F M , b : à : : b — x : y , ou by = T> x b — x. 

Si on fait difparoitre y de ces équations, on trouvera bexa -f- x 



j i m mm « h à — abc a b x à — c . 

— a a x 0 — x , ou a =• — r ,- . ~n — ~ — / , / • 

b c -h a a b c -+- a a 

Ainfi, par ilnterfe&ion de deux droites on pourra conllruire 
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toute équation fimple telle que x — * * * > 6c tou- 

te équation fimple peut être réduite à cette forme. 

54p. Examinons prcfentement quelles font les équations qui Pig. tio. 
fe peuvent conftruire par l'interfeclion de la ligne droite 6c du 
cercle, qui eft la courbe la plus facile à décrire. Soit doncEP 
Taxe y A l'origine des abfcilTes , ayant décrit la droite E M , ôc 
fait AE = a, A B — b , ôc les co-ordonnées AP = x , 

P M bs y ; on aura a : b.i: 4 •+• * : jy , ou a y = £ x a -+- .v, 
qui eft l'équation à la ligne droite. Enfuite , loit décrit un cer- 
cle avec le rayon CM = c , ayant mené du centre fur l'axe 
la perpendiculaire C D , foit AD = /, C D == g ; par con- 
féquent D P = * — /, & PM~CD=ji-^. Or, par 

la nature du cercle C M*= Î)P + PM — C D ! c'eft-à-dire y 

■ «» 1 m 

c l — x 1 — 2 f x -h/ 1 -+-_v î — igy -h g 1 — x — f ~\- y — g' 
mais l'équation pour la droite donne y = a b ~^ h * , donc 

a x b — g b x , , b x 

y r- g — i * — g h — > 

fubftituant cette vajeur de y dans l'équation au cercle, ello 
deviendra 

»• = *' - a/* ■+- -iiiiÇLsi + ilf-, ou 

« l ■+■ 2 a £ x b — g x x a 1 x b — g = 0 

On trouvera donc les racines de cette équation , par le moyen 
des interférions de la droite & du cercle , de forte que des 
points d'intcrfc&ion M ôc m menant fur Taxe les perpendicu* 
Jaires MP, m p , les valeurs de x feront A P ôc A p, 

Puifque toutes les équations du fécond degré font contenues 
dans celle-ci , elle pourra fervir de formule générale pour la 
conftru£tion de ces fortes d'équations. 

3jo. Soit propofée l'équation A x 1 •+- B x 4- C sa o , on 

la multipliera d'abord par ** "a ** ' > afin <3 ue fon P rcmic f 

D d d ij 
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terme fcût le même que celui de l'équation générale précé- 
dente, & elle deviendra 



B x «* «+• f>* x x , - C x «« -H b* 



+ x x* + X * A = c; 

en égalant les coëfliciens des termes homologues de cette équa-j 
don & de l'équation générale , on trouvera 

___________ ■ _ * 

2 Aa b x b — g — 2 A a 1 f=B x a 1 ■+- b x t par conféquent 
a / = £ x b — g — B x * A J*" ** > donc puifquâ 

a 1 x b — — a s ï ! = "v , on aura 



^ -H b 1 x b — g — > 



B'bx b — g x a* + b* B x «• -t- *• 



A a ^ 4 A* a 



— 



r v a » _f- 

a* f* = A — ; . Par conféquent 



6 A<i 4 A* a* ~ a* ■+■ b* A * 

Donc * — <r = B * +- 7 X "» '» ' 

Les trois quantités 0 , b &c c demeurent donc encore in~ 
déterminées, & il les faudra prendre de manière que ] 

d> _^ g7 -h -jr— — A> devienne une quantité* po- 

fitive , parce qu'autrement £ — g === AB — GD,ôc par 
conféquent C D feroit une quantité imaginaire. Rien n'em- 
pêche qu'on ne fuppofe b = o, ce qui donnera *1 

X - Krt - ' * / = De plosi 

puifque L'équation propofée n'a aucune racine réelle , à moins 

que B oe furpalTe 4 A C , il arrivera que , dans ce cas T 
fera une quantité pofitive, 6c fi on fuppofe 

que c 1 hii eft égal , de forte que c = V * % ~ A 4 A ° 

on aura £ = o , & a ne Ce trouvera plus dans le calcul! 
C'eft pourquoi là dtoite E M tombera fur l'axe A P , fie le 
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centre du cercle fera au point D , parce qu'alors AD= , 
fi, de ce centre, on décrit un cercle avec le rayon i 

* = — 7"a 4 A ~~ 9 fes interférions avec l'axe donneront 
les racines de l'équation propofée. Pour qu'on n'ait pas befoin 
de la ccnftru&ion de la formule irrationelle , qu'on rafle g = c 

- , afin que <• - ±£ + ^ = «• - , o» 



te, , = *-"' 4 \7 4AC .^- 1 "-U A C - t - . On 
pourra donc déterminer à volonté la quantité k & parce que 
C M tombe fur l'axe même , le cercle fe décrira de la ma- 
nière fuivante. Ayant pris AD = 7a » < l u, ° n prenne la 
perpendiculaire C D ém B> " - *! ,. & qu'on 

décrive du centre C un cercle dont le rayon foit*' ^ 

B» — 4 A C -f. *» r • » rja: i» 
4"T~a ' *e s interlecnons avec laxe marqueront 

tes racines de l'équation propofée. Si on fait donc k = — B , 
ayant pris AD = ~ A * , qu'on prenne CD = -£-,le 
rayon du cercle qu'il faudra décrire du centre C fera. ,..../! 

T7TB = — A H ~B~> dou d fuit <l ue k 

rayon du cercle fera AD CD; cette confirudion paroît 
très-commode dans la pratique. , 

3 p . Nous ne confidérerons pas les interleûions de deux- 
cercles , parce qu'ils ne peuvent le couper qu'en deux points , 
& que par conféquentils rte pourroient fervir|qu'à la conftruction 
des équations du fécond degré, qui fe peuvent toutes cons- 
truire par le moyen du cercle & de la ligne droite , comme 
nous venons de le voir. Paflbns donc à Finterfeétion du cer- 
cle ôc de la parabole : du centre C ayant mené fur l'axe AP, FT^ tu. 
la perpendiculaire C D , foit A D = <*, C D = b , ôc le* 
rayon C M = c , l'équation pour le cercle , entre fes co-or» 

» Xi 

données A P — x ôc P M =y, fera x — a -f- y — b = cK 
Qu'on rafle l'axe* F B de la parabole perpendiculaire fur A P: 
ôc Co\t AE = /, E F = g, le paramètre a h;, on aura, 

car la nature de h parabole , x. f == 2 /j x ^ + y , donc 

D d d iii 
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39* m 

y = - -f^ - g>*y- : * - JL ir 1 ' - ? ^ * 

Si on fubftitue cette valeur dans l'équation précédente , oh 
fera difparokre y , ôc on aura 

« 

H- 4* M 

Les racines de cette équation feront AP, Ap, Ap, Ap; 
parce que des extrémités de ces abfciflfes , ayant mené des or- 
données, elles pafTeront parles points d'interfeaion M } m,m,m. 

Dans ctftte équation , il y a fix quantités confiantes a , b f 
1 , f , g ôc h ; mais les deux b •+• g peuvent être regardées 
comme une feule : je fuppofe donc CD •+• E F = ^-f-^ = A f 
& l'équation précédente devient 

— 4/*î -Ho*/- * a — * / 3 * "H fi = Q 
— 4hkx* -H *fhkx — tfihk 
-h ^ h\ x l — 8 d h 1 x 4 ** 

4- 4. a* h 1 

3 ja. Toute équation du quatrième degré peut être rappel^ 
lécàcette forme; car, foit propofée l'équation 

x * _ A xi B * l — C * -H D = o. 
On trouvera , en comparant les coëfficicns des termes homologues J 
4/ = A,ou/=jA 

sf. _ *A* r fc4A* 2*B j j cm *À* 4 *' : — »i 
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ê * 

é fi — 4.//i/r H- 8 a k- = C, ou 

TV A* — rr AJ — A*A l + ;AB 4- 9ak>% e* 

«Jonc « = A> _^ A b C 

Enfin , f — 2 h A -f- 4 a 1 h* — 4 p» A* == D , 

2 * A = 4- - 2 * ^- , & 

n a h — - k '-- 4- _AJ a_p_ , c \ 

it8 h ^ 4 t f h ^ 4 /T* 

Ces valeurs étant fubfthuées, il résultera une équation qui 
contiendra <•&/*, qu'on déterminera par fon moyen, de ma- 
nière que l'une & l'autre ait une valeur réelle. 

3Ï3> Puifque, dans toute équation du quatrième degré j - 
on peut facilement faire évanouir le fécond terme ; fuppofons 

quil y manque déjà, & que 1 équation à conftruire eft * 

* 4 * + B - G .v + D = o. Donc, 1°. / = 0 . -. 

*°" * h HT' 3°. a = -g^ï- i &( parce que- 

aàk - /> = a &. L_,& a «.^C^p 

4°. - 2 B' /z 1 +- B ! + _£L **»*_D;. 

donc <5"4 c 1 /i+ =C l + 4B^ 1 — 32 B 64. /,< — 16 D A 1 : 
& par conféquent 8 c h* = V ±fr x B — 4 ^ i -h C'- — i5DK 
Mais puifqu'il faut donner des valeurs réelles à c & // , foit £ 

c h ïT-*"i & on aura Cl — i5 D /1* -H 8 B /;* j;' 

— 32-^ ^ — 4 a* q* = o. Il y a donc deux cas à diftin- 
guer, l'un où D eft une quantité pofitive , l'autre où D eft 
une quantité négative. 

Soit, i°. D = E* quantité pofitive, de forte qu'il faille 
conftruire l'équation *♦ * B x 1 — C x E 1 = o. Je 
fuppofc q = o , ce qui donne c = 4 ^2 , & k* = -p^, 
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a = — - — , & / - - o. 

Soit , a 0 . D tme quantité négative , par exemple, D = — E 1 ,' 
de forte que l'équation à conftruire foit x* * •+- B x l — C # 

— -E l = o,on aura 64c* A* = C* H- 4. A 1 x 4 /;* — B ■+- 1 5 E 1 A*; 
laquelle équation donne toujours une valeur réelle de c , quel- 
que valeur qu'on donne à h : car on aura 

C» -+- 4 /;» y 4 h* — B* -f- xf E» A» 



& h fe peut prendre à volonté ; on aura donc foin de le pren- 
dre tel qu'il donne une conftruttion facile de c. Après quoi on aura 

comme ci-devant, A E —f= o : C D -4- E F = & = 4fel *~ B , 

c 

& AD = fl= | h% . Si on fait E = o , on aura la 

conftru&ion de l'équation cubique xi # -|- B x — C = o. 
La règle centrale de Backer eft fondée fur cette conftrucYion. 

3 y*. On a vû ci - devant que deux lignes du fécond ordre 
ne fe peuvent couper qu'en quatre points : par conféquent, 
avec deux ferions coniques on ne peut pas conftruire d'équa- 
tion au-deflus du quatrième degré ; & comme une ligne du fé- 
cond ordre n'en peut rencontrer une du troifiéme qu'en fix 
points , il s'enfuit auffi qu'avec une ligne du fécond ordre 6c 
une du troifiéme , on ne fçauroit conftruire d'équation qui fur- 
pafle le fixiéme degré ; en général , avec deux lignes , l'une de 
l'ordre m, & l'autre de l'ordre », on ne pourra conftruire au- 
cune équation au deflus du degré m n , mais l'on pourra conf- 
truire les équations de ce degré, ôc celles des degrés infé- 
rieurs. Ainfi, pour conftruire une équation du 100 e degré, il 
faudra, ou deux lignes du 10 e ordre, ou une du cinquième 
& une du 20 e , & ainfi de fuite, réfolvant toujours le nom- 
bre 100 en deux fadeurs. Mais fi la plus haute puuTance de 
l'équation à conftruire eft un nombre premier , ou un autre 
nombre qui n'admette pas de fadeur commode, on fubftituera 
en fa place un nombre plus grand qui ait des fadeurs propres ; 
car deux courbes , tqui peuvent fervir à conftruire une équation 

d'un 



* 
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d'un degré plus élevé, peuvent fervir à la conftru&ion d'une ' 
équation d'un degré inférieur quelconque. Ainfi , pour la conf- 
truttion d'une équation du 59 e degré on pourra employer decac 
courbes, l'une du fixiéme, 6c l'autre du feptiéme ordre : parce 
qu'avec ces deux courbes on peut conftruire une équation du 
42 e degré, 6c cette eonftru&ion eft regardée comme plus Sim- 
ple cjuefi on prenoit une ligne du troifiéme ordre ôc une du 
treizième. 

y. Il eft donc claîr qu'une équation peut être conftruite 
d'une infinité de façons par les interférions de deux courbes, de 
manière qu'on repréfente fes racines réelles. Entre ces manières 
poflibles on doit choiftr celles qui s'exécutent par le moyen des 
courbes les plus fimples 6c les plus faciles à décrire ; mais il 
faudra furtout avoir attention que lés interférions donnent tou- 
tes les racines réelles; c'eft à quoi on parviendra fi on prend des 
courbes qui n'ayent pas d'interfeÛions imaginaires. Or on a vu 
cl-deflus que des interférions imaginaires ne peuvent plus avoir 
lieu fi dans l'équation de l'une des courbes l'ordonnée y eft 
une fon£Uon uniforme de x; car cette courbe n'ayant alors au- 
cune ordonnée imaginaire ,^lle ne peut donner d'interfe£tions 
imaginaires, quel que foit le nombre des ordonnées imaginaires 
de 1 autre courbe. On prendra donc toujours une courbe dont 
l'équation foit contenue fous la forme P-f-Q> = o > P 6c Q 
jrepréfentant des fonctions de x. 

3 $6. Une équation quelconque étant donc propofée, on pren- 
dra à volonté une autre équation, pouvû qu'elle foit telle que 
Ja variable qui doit s'évanouir n'ait qu'une dimenfion : on fub- 
ftituera enfuice cette valeur dans un ou plufieurs termes de l'é- 
quation prôpofée, ce qui la changera toujours en une équa- 
tion indéterminée, qui, avec celle qu'on a prife à volonté, re- 
donnera l'équation en queftion, après qu'on aura fait évanouir 
la nouvelle variable. Soit , par exemple , l'équation propofée 
x* A x^ •+- B x- -4- C x -h t> = o : 6c foit prife 
pour première équation indéterminée l'équation à Ja parabole 
x* = a y — £ *, Ôc qu'on fubftitue autant de fois qu>6n vou- 
dra cette valeur dans féquation donnée , on aura 

x* = a 1 y 1 — z a b x y -\- b l x x 

A*3= + A a x y --A** 4 

E e e 



t* 
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de f jrtc que ia féconde équation indéterminée fera 



ah y* -HaxA — zbxxy •+- B — A b -h^x ■+■ C* 4- D = o, 

dans laquelle fi on fubftituoit la valeur de y prife dans l'équa- 
tion» a y = ** -t- £ at , on verrçit reparoître l'équation propo- 
fée ; c'eft pourquoi les interférions des deux courbes repréfen- 
tées par ces deux équations indéterminées donneront les racines 
de l'équation propoiée. 

La détermination arbitraire des confiantes a 6c b peut 
faire varier les deux courbes d'une infinité de façons : mais on 
va voir qu'elles font encore fufceptibles d'une bien plus grande 
variété ; car puifque x 1 — a y -+- b x = o ; on aura auffi 
ac x 1 — - à 1 cy -+• a b c x = o , ôc fi on ajoute celle-ci à la pré- 
cédente j il en naîtra une équation bien plus étendue pour les li- 
gnes du fécond ordre, dont les interférions avec la première 
marqueront également les racines de l'équation : car ces deux 
équations feront 

a y = x 1 ->r b x , & 
«* y* a x A — 2 b x * y B — Ab ù l + ^ 
n l -a ! fji + C + a i c x » D = o. 

3 y 8. Cette dernière équation peut repréfenter une fe£Hon coni- 
que quelconque. Si la quantité A» — 48 — $a c eft pofitive , la. 
courbe eft une hyperbole ; fi cette quantité = o , c eft une parabo- 
le i fi elle eft négative , c'eft une ellipfc : mais elle fera u*n cercle , 

fi b={A, & a 2 H- B — ^ A 1 ou c — a~\r 

car alors l'équation fera 



s 



y— _? Al ■ _B . x : C . A ., A* A_B_ 

* n ^ ia ^ ^ a» ^ 4 ^ i^a» 4 4» 



A» . B C A A3 A B J> 



x Ha x a ia* 4 16 a 1 4 «■* 

Ce ce dernier membre eft le quarré du rayon du cercle. 

Ain fi lès feules fections. coniques fomnilTent une infinité de 
courbes qui 9 étant décrites avec la parabole ny = * x -f- b x , 
marqueront par leurs interférions les racines de l'équation pro- 
pose ; car quelque fetYion conique qu'on combine avec la pa- 
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rabole , celle-ci fera toujours coupée dans les mêmes points : 
& il en feroit de même de deux fe£tions coniques quelcon- 
ques; c'eft pourquoi l'équation fe pourra conftruire , ou -par le 
cercle & la parabole , ou par deux paraboles , ou par la para- 
bole & l'ellipfe ou l'hyperbole , ou par deux ellipfes , ou par deux 
hyperboles, ou par l'ellipfe ôc l'hyperbole. Mais fi on admet, 
pour cette conftruÉUon, des courbes plus élevées , le nombre des 
conftru&ions augmentera 'bien davantage. 

3tp. On s'y prendra de la môme manière pour conftruire 
des équations plus élevées , c'eft-à-dire , qu'on prendra pour une 
des deux courbes une courbe parabolique comprife dans l'équa- 
tion^ = P. Soit, par exemple, à conftruire l'équation 

a» _~ fo x z +f9 g x gn — o. 

Qu'on prenne l'équation parabolique du quatrième degré 
= a> y y qui donne x 11 = a? yl : lubftituant cette valeur de 
on aura une équation pour une ligne du troiliéme ordre 

* 9 y* .— / ,0 ** ■+• fi g * — g 11 = °* 

Si on lui ajoute un multiple quelconque de l'équation x* 
— a> y s=s o, on aura des équations pour une iniinitc de lignes 
du quatrième ordre, dont deux quelconques conftruiront l'équa- 
tion propofée. 

S 60. Si la méthode précédente ne donne pas une conftruc- 
tion aflTez belle , on multipliera l'équation propofée par x ou quel- 
qu'une de fes puhTances, de forte qu'aux racines de l'équation 
on en ajoutera d'autres dvanouiflantes, qui feront repréfentées 
par des interférions faites à l'origine des abfcifles , 5c qui , par 
conféquent , feront facilement distinguées des autres racines de 
l'éouation. Quoique de cette manière on rende l'équation pro- 
pofée plus élevée qu'elle n'étoit , cependant la conftruaion en 
devient fouvent plus facile. Soit, par exemple, l'équation cubi- 
que + A* 1 +B* + C = o. Faifant .v x = ay , de 
forte que l'une des courbes de conftru&ion foit la parabole , 
l'autre fera toujours Thyperbole ; car l'équation propofée deyien- 
dra a x y •+- A a y -+■ B .v -f- C = o ; li on lui ajoûte 
ex* — acy = o, on aura cette équation plus étendue 

a x y c x x a x A -— ( X^^.B* + Ç O 

E e e jj 
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qui eft toujours aufli à l'hyperbole. Si on trouve donc phi com- 
mode d'employer 1© cercle , ou l'ellipfe , ou la parabole , on> 
multipliera l'équation propofée par x , Ôc elle deviendra 

*♦ À #3 + Bx* + Cx = o. 

qui étant comparée avec l'équation du quatrième degré , con£ 
truite ci-devant , on trouvera D = o , ■& par conféquent elle fe 
pourra toujours conftruire par le moyen du cercle ôc de la pa- 
rabole* 



CHAPITRE IX. 
ProBUmes. 

PROBLEME PREMIER. 

£<5i. Entre deux lignes données trouver deux moyennes proportionne/les;. 

Solution;. 

SOient les deux lignes données V & b> la première 
moyenne proportionnelle y. On aura la proportion -rr a : yi 

: donc^î = a 1 b », équation que la Géométrie élé- 
mentaire ne peut réfoudre généralement, & que l'Algèbre ne 
réfout que par approximation.. Mais, fi on veut prendre une 
équation indéterminée, telle que a'x = y* , fubftituant cette 
valeur de y* dans l'équation donnée, on aura la féconde équa- 
tion indéterminée a x y t= a x b , ou x y — a b ; ôc par le 
moyen de ces deux équations indéterminées , dont la première 
eft à la parabole , la féconde à l'hyperbole entre fes afymptotes , 




îquation a la parabole, qui, 
deux précédentes , conftruira aufli lu Problême. Enfin, fi on ajou- 
te la première à la troifiéme, on trouvera =y l 4- by 9 
qui eft à l'hyperbo|p rapportée à fes diamètres , ôc fi on retran- 
che la troifiéme de la. première, il en réfultera l'équation arç 
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cercle ax x- = y x — by. On peut encore multiplier une 

de ces Équations par une quantité quelconque : par exemple , 
la première par c , ce qui donne a c x = c y x , autre équation à 
la parabole , qui , étant ajoutée à la troifie'me , donne cy x -+-x x 

= acx by> ou y 1 = a* + , équation à 

l'ellipfe. Je n'entre pas dans le détail des autres équations qu'on 
pourroit trouver fuivant les principes donnés pour la conftruc- 
tion des Problêmes, je paiïe à la conllrutYion même du Pro- 
blême, que je ferai par le cercle ôc la parabole. En compa- 
rant l'équation trouvée pour le cercle , qui eft y* -+- x x — b y 
— ax • = o , avec la formule générale pour les lieux au cercle, 

on trouve -~- mm o , i= 1 } s = q : 2 n = b , n = ± b : 
a p = a y p mm I a : n x -H p x = m x : donc V~ i l + ^<j' = m. 

Puifque dans la parabole décrite avec le paramètre a, l'ori- 
gine des abfcifles eft au fommet A , on fera paflèr par ce fbm- Kg. ni: 
met un cercle dont le rayon fera V ± b x ~ aKOn fera donc 
A D = { a , D H = 4 b , ôc le centre du cercle fera en H, 
ôc on aura P M = ^ , P A = # ,* c'eft pourquoi P M fera la 
première moyenne proportionelle cherchée, ôc PA la féconde, - 

REMARQUE.' 

Ce Problême eft le même que celui de la duplication du cube : 
car foit le côté du cube donné a , celui du cube double y<; 
on aura 2 «3 = yi } ou faifant 2 a = b , y* = a x b. 

PROBLEME IL f 

362. Conflruire un cube égal à un paral/elipJpede donné; 

Solution. 

Soient les côtés du parallelipipedc a> b ôc r; le côté du 
cube y : on aura = abc. 

Prenant d'abord une équarion à la parabole , ôc procédant 
/uivant les principes que nous avons donnés , on trouvera les 
équations 

E e e ii}. 
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yt — a x — o , à la parabole. 
X y — £ r = o , à l'hyperbole entre fes afymptotes. 

x* — h C J es o , à la parabole. 

y* 4, — JLli. — a x == o , au cercle. 

* 

v t V -Lii! ax = o, à l'hyperbole équilatere. 

y ^ .L**- . L£JL — «x = o,à l'ellipfe. 

_ i. a:* 4- -ili a * = o , à l'hyperbole fcalene. 

Pour conftruire cette équation, par le moyen du cercle & 
de TeUipfc, on comparera, i°. l'équation au cercle avec la for- 
mule' générale , 6c on trouvera % n = -j-j n = -^-j- : 2p = a: 

p = ±a: n 1 ~h p z = m z : donc /w = — — £ — - 

2°. Comparant l'équation à Féllipfc avec la formule générale 
pour cette courbe , on trouvera auffi — = o , q = s : ~— — ~, 



2 n = 



nu * * 



donc m = 1 ^*1$ *~ aî * 

ïî£. itj. On décrira une ellipfc dont l'axe fera A B = 2 \^ & -~- , 

& le paramètre a* -t- Du ccntrc C on <^ vera 

la perpendiculaire C H == -~ , & par le point H on mè- 
nera D E , parallèle à A D. On fera D H = a , & le point D 
fera l'origine de I ndéterminée x. Pour combiner ce cercle avec 
cette ellipfe , on fera D I = , & IL = {a, après 

quoi, du centre L avec le rayon L D , on décrira un cercle 
gui coupera l'ellipfe en M : 6c je dis que Q M =y, 6c D Q = x. 
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CarCP = HQ = DQ— DH,&PM=QM — PQ 

= Q M — DR = ) iy- ; or par la nature de Tel-, 

» • * 

Hpfe 2 : 1 :: AC — C P : P M , c'eft - à - dire , a : 1 • : : 

J^l * + 2ax = îr -if + "T^-VO^ 

a 4 x — * a = a f b -^-. Or M R == Q M — JR Q 

= QM - D* = y LL-,LR=DQ-~Ii; 

= * — donc DL = LM = ~LR ~h RM, c'etU- 
dire, ^ a 1 M- » ' g - == »* — 4* h- ± ^ -4- 

H- ou ** — ** -H j> = o , ou 

ax — x z = y 1 — ■ h [ y - » Subftituant cette valeur de 
a x — - x x dans l'équation précédente , elle deviendra a x —y x 9 

x = y x 1 = -Jjr« Subftituant encore ces valeurs de 

* & x 1 dans l'équation précédente , on aura = h C J - y 
.d'où l'on tire l'équation du Problème yï =s a b c. 

PROBLEME III. 

3*3. Divifer un angle en trois parties égaies; 

Solution. 

Soit l'angle A C B divifé en trois parties égales , ôc foient p; g , Uii 
À E , ED,DB les cordes des arcs égaux : je rais AC = b, 
AB = a , AE = y , EG — x. Les triangles femblables 
E A G , E AC donnent b : y : : y : ou *, qui eft une : * 

équation à la parabole. 

Enfuite menant E F parallèle à D C , on aura encore les 
triangles femblables E F G , ECD, qui donneront b : y : : x : 
-V- i don c G F = Sfa De plus , ÀE ■+• ED -kD B 
=== A G 4^ P H^H G H H- F"G , c'eft-à-dire , 3 A E == AB;£ FGj 
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ou 3 y = a H ^T~> ou$by — xy = ab, équation i 

Thyperbole entres fes afymptotes qui fournit la proportion b : 
y :: 3 b — x : a ; donc , a caufe de la première proportion , 
nous aurons aufli y : x : : 3 b — x : a; donc a y = $bx — x z , 
équation à la parabole , qui , ajoutée à la première , donnera 
y 1 •+• x 1 -4- a y — 4 b x = o > qui eft une équation au cer- 
cle. 

Je . me difpenferai de chercher un plus grand nombre d'é- 
quations indéterminées , perfuadé que j'en ai aiïez dit pouf 
mettre le Lecteur en état d'en trouver, par lui-même, autant 
u'il jugera à propos. Je pafle donc à la conftruction de ce Pro- 
lême , par le moyen du cercle & de l'hyperbole rapportée à fes 

afymptotes. 

On trouvera encore pour le cercle m = V\ à 1 4. b 1 : 
F 'g- on fera un angle droit avec KL = îi 6c CL= ja; ôc 
CK = a 1 -h 4 b 1 fera le rayon du cercle qu'il faudra 
décrire du centre C. On prolongera C L en I jusqu'à ce que 
LI = a , ôc KL en T jufqu'à ce que LT = i», ou 
K T = s b. Entre les afymptotes RT , TS on décrira par 
le point I une hyperbole ; ôc je dis que Q M eft la vraye ra- 
cine , ou la cordé du tiers de l'arc qui mefure l'angle propo- 
fé pour être divifé : c'eft-à-dire, QjM = y,&KQ = x. 
Car QT=KT- K Q = 3 * — IL:LT:î QT: 

Q M ; donc 5 b y — xy = a b. De plus , PC = QL 
= KL — KQ = a b — x, ôc P M » y + \*> & 

K~C = M~C = PM + PC: par conféquent y* •+- a y 
t= 4 b x — x t . 

On vient de voir que pour réfoudre un Problême il n'eft 
pas néceflaire de le réduire à" une feule équation qui ne con- 
tienne qu'une inconnue ; quand on a trouvé deux équations 
• indéterminées propres pour la conftru£tion, on le conftruît im- 
médiatement , comme je viens de le faire dans ce Problême. 

Dans les conftruttions précédentes j'ai crû faire plaifir au 
Le&eur en employant fucceffivement les différentes feelions 
coniques : mais mon deflein n'a point été de donner aucune 
préférence aux conftru&ions dont je me fuis fervi dans cha- 
que ca«. 

PROBLEME 



Digitized by Google 



IL Part. S e ct. II. 409 

PROBLEME IV. 
3 6\, Exprimer en tfgnes un nombre irrationel donné. 

Solution. 

Soit une puiflance imparfaite quelconque*, 6c fa racine irra- 

vtionelle x-~. Qu'on fafle x»~ = y , on aura x ~y m , ou prenant 
a pour l'unité a m — ' #==y, qui eft l'équation générale de la 
famille des paraboles. Ceft pourquoi fi avec le paramètre a on 
décrit une parabole du premier genre , & que le paramètre foit à 
l'abfciffe comme le dénominateur de la quantité qui eft fous le 
ligne eft à fon numérateur : par exemple, comme i : 3, fi on 
cherche ^5, ou comme ? : 2, fi on cherche la demi- 

ordonnée de cette parabole exprimera le nombre cherché. Car 
fi a — 1 , ôc * = 3 , on aura y 1 = 3 , ôc par conféquentjf = ^3. 
Mais fi on a a = 1 , & a : x : : 3 : 2 , on aura $ x = 2 a = 2 , 
donc x =y* — -j- ; donc ^ = J^fT , 
On pourra, de la même manière , trouver les racines cubiques 
par le moyen de la parabole du fécond genre , & les racines 
quatrièmes par la parabole du quatrième genre. Cependant les 
paraboles inférieures pourront fuffire pour les racines fupérieures. 
Si on cherche , par exemple , une ligne y qui foit à une ligne 

données :: & % : 1. On aura,jpar la condition du Problême a: 
y : : 1 : , donc y = a : donc y* =» % ai. On pourra 
donc conftruire ce Problême avec^nc parabole du premier genre 
& un cercle , en cherchant deux ^ J^nnes proportionelles entre 
a Ôc y a y comme on a vu dans le premier de ces Problèmes. 

PROBLEME V. 

3<£f. Entre deux lignes données trouver quatre moyennes proportionelles. 

Solution. 

Soient les lignes données a & b y la première moyenne pro- 
portionelle x : la progre(fion Géométrique fera -,: a : x : 

-~- : : : -~ = b; par conféquent x* je mul- 

F'ff 
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tipiie cette équation par x f afin de pouvoir le regarder comme 

le produit d'une équation du troifiéme degré par une du fécond , 




eft l'équation de la première parabole cubique. 

Fig. ii^. Ç'çft pourquoi fur l'axe commun A D décrivez la parabole cu- 
bique A E C avec le paramètre Va b , & la parabole quarrée 
AFC avec le paramètre a. L'ordonnée C D menée du point 
d'interfeftion de ces deux paraboles for l'axe AD fera la première 
moyenne proportionnelle , ôc on aura AD = CB=^,ôc 
c: D = a b = x. Car, par la nature de la parabole cubique , le 
cube de l'ordonnée BC eft égal au fblide du quarto du para- 
mètre par l'abfcifle A B , c'eft-à-dire , yl mm a b x : par la nature 
de la parabole ordinaire le quarré de l'ordonnée CD eft égal au 
re&angle de l'abfciiïe A D par le paramètre, c'eft-à-dire , ay nA 1 . 

ou y = — — ; fubftituant cette valeur de y dans y* mm a b x , 
on trouvera = a b x , ou x 6 = a* b x , ou ** = b , 
qui étoit l'équation à conftruire. 

PROBLEME VI. 

366. Divifer un angle donné en cinq parties égales. 

Sol ut i o n. 

Je fuppofe l'arc de VwtalKcanè N O X divifé en cinq par- 
ties égales aux points Q , T , P , M , ôc je tire les cordes des 
arcs égaux ; enfuite je mené la corde NT qui foutient deux arcs 
égaux, NP qui en foutient 3 , ôcc. Enfin du point T fur le pro- 
longement de N P je mené T Y — TN, du point P fur N M 
prolongé je mené PZ = PN,ôcdu point M fur N X pro-~ 
longé ML = MN. 

Il fuit de cette conftru£Uon , i°. que les quatre triangles NQT; 
NT Y, NPZ, NML font ifofceles Ôc équiangles. 

2 0 . Que les triangles X M L , N M P font femblables ôc égaux , 
Ôc NP aXL; que les triangles NTP, MPZ, font fem- 



Fig. 117. 
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blables ôc égaux, & MZ = TN; ôc que N QT ôc TP Y. 
font femblables ôc égaux , ôc P Y = Q N. 

Soient le rayon NO = i, NQ = QT=: ôcc. = y , 
NT = MZ = x, NP = XL = «. Dans le Problême 
pour divifèr l'angle en trois parties égales nous avons trouvé 
3 by — X y = ab; or comparant les dénominations de ce Pro- 
blême , nous aurons b — i,y* = b x — x , a u : donc 
u =f S y — y* t parce que u eft la corde de l'axe divifé en trois 
parties égales, 6c y eft la corde d'une des parties; de plus N Y 
= LP + PY = « -h y ; NM = j;NZ = NM+MZ 
= s -f- x ; N X s» b ; car elle eft donnée , puifqu'elle eft la corda 
de l'arc donné; enfin NL = NX + XL = * + «. 

i°. Les triangles femblables N QT, N T Y donnent cette 
proportion y : x ::#:«-+- y : donc x x — uy -h y y- 

2 0 . Les triangles N T Y , N P Z donnent * • u -hy ::«:/•+-*: 

donc s #-+•** = tt u -+- uy , ou s = *" "** "~" * * . 

3°. N Q T , N M L donnent y : * : : s : b -+- u : donc 

ou mettant pour x x fa valeur , by=suu — uy — y y , ôc fubfti- 
tuantla valeur de uu — 3 y — yi , by =*$y l — $ y* — y 6 * ou 
y^ — syi—<>y~b = o. 

Pour conftruire cette équarion , je prends l'indéterminée 
y y sa ôc je fubftitue la valeur de y y , d'où il réfulte 

décris donc la courbe indiquée A C D dont Taxe eft BF. En- Fig. m. 
fuite > fur le même axe, je décris la parabole ordinaire B C D 
oui coupe la première courbe aux points C ôc D. Et je dis que la 
droite C E divife l'arc donné en cinq parties égales , ôc la droi- 
te F D divife le refte du cercle en cinq parties égales. Pour le 
démontrer, je nomme.^ les ordonnées CE, D F : Ôc z les 
abfcûTes B E , B F. Par la nature de la courbe A C D , on a au 

point C,y = — 5 -J——. , ou «* z*y — y azy + sy 
— £ = o. Par la nature de la parabole B C D, Ion a , au même 

point C , le paramètre a x B E = E C , ceft-à-dire, az = yy; 
pour a z fubftituez^ dans l'équation précédente , ôc vous retrou- 
verez y* — - j yl -h $ y — b o. 

367. La conftruction Géométrique des équations n'eft bonne 

Fffij 
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que pour la fpéculation, quand les lignes qu'on y employé font 
trop difficiles à décrire , dans ce cas, il vaut mieux chercher les 
équations par approximation , parce que de cette manière on 
rend l'erreur auiii petite qu'on juge à propos, au lieu que les er- 
reurs inévitables dans les deferiptions des courbes font inconnues, 
& fouvent plus grandes qu'on ne voudroit. 

J'ajoute ici le Problême fuivant, que le grand Bcrnoulli a ré- 
folu par l'analyfe ordinaire , afin de donner au Lecteur une 
nouvelle preuve de ce dont cette analyfe eft capable quand elle 
eft maniée par d'habiles mains. 

PROBLEME VII. 

■ 

3 68. Trouver la nature de la courbe cauflique que foi ment les 
points de concurrence des rayons réfléchis par le cercle. 

* 

GÉNÉRATION DE LA COURBE. 

ttg. m*. On remarquera , i°. que le rayon C B refléchi de D C eft égal à 
la partie AB du diamètre parallèle intercepté entre le centre A ôc 
le point d'interfe&ion B. Car , à caufe de l'angle ACF = ACE, 
& de l'angle d'incidence D C F — B C E, angle de réflexion , 
on aura ACB = ACD = CAB; donc B C = AB. Soient 
donc les trois rayons A F , B E , CD, refléchis de cette ma- 

T'ig. no. niere , ôc qui fe coupent aux points G, H, I : chacun d'eux, 
par l'hypotefe , fera tangente à la courbe cherchée ; par confé- 
quent le point de contad de B E ne pourra être dans la partie 
H B , autrement A F feroit fécante ; il ne pourra être non plus 
dans G E i car alors D C feroit fécante : ôc l'un ôc l'autre eft 
contre l'hypotèfe : il fera donc dans la partie G H. Qu'on con- 
çoive prefentement que les points A & C s'approchent davan- 
tage de B , les points H ôc G fe rapprocheront aulfi , ce qui 
reflerrera les limites du point de contact; fi donc A ôc C fe 
réunifient en B , G ôc H fe réuniront aulfi , de forte cjue le point 
de contact fe trouvera déterminé dans le point de réunion de 

» G Ôc H. C'eft ce point que j'appelle point de concurrence , ôc 

il eft tel qu'on n'y peut faire pafler qu'une feule ligne E B qui • 
foit égale à la partie K B du diamètre, au lieu que par tout 
autre point G ou H on en peut toujours faire pafler deux , de 
forte que , par exemple , K C = CD ôc KB = B£, ou 
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KA = AFôcKB = B,E. Il faut entendre la même choie 
au fujet des autres points de "concurrence. 

■".*.•'•: •." * •' - •' -* • fî — •> * : 

S OLUTION. 

Soient A B = jc , la perpendiculaire B C =y, A K = a : Fig. m. 
il faut trouver C D qui, prolongée en E, donne DE = AE; 
l'équation réfuhante aura deux racines égales , parce qu'on fup- 
pofe que C eft le point de concurrence par lequel on ne peut 
faire pafler qu'une feule ligne DE = AE : qu'on fane Jonc 
C D = z, ôc A E = E D = m , on aura CE = m — z, 
B E = Vm* — zmz + Z '- — y* , & AE— AB — BE 
= x — V m- — 2 m z -t- z 1 — y 1 — m : l'équation réduite 
donne m — *' ~ — yi ; 6c parce duc Va 1 — x- — G B , , 

on aura GC x GHx=BC x CF = a* — ** — y* t par confé- 
quent CF = °\-y*-** j & jjp = 

3t Z 

& EF== - rv-*-*' . donc D Ex EF = KExEI 

~ " 3 donc. . • ... . 

„ 4» z • x* — z* -t- y* , 1 „„ 

W a — x* — y* -+• s» = x* — ** * d0IÎC 

z* — 2**z l — 2y z z z — <j t : 1 + 2fl l *2 + ^ + a* 1 / -Hj* 

Cette équation a deux racines égales , & fi on la multiplié 
par deux progreflions arithmétiques 

— o,— i , — 2, — 3 > — * 
z* # — 2 x 1 z 1 2 a 1 x z -4- x* = o 
— 2 y 1 z 1 H- 2 x\y x 

«» Z* • 

— a* x 1 

— a* y* 

FffJij 
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fc4 * — . 2 ** 2 l 2 0* # 2 * 4 

on aura les deux équations A ôc B. 

A. 4 X 1 2* — <* «* * 2 — 4«* = o 

-*-aa l z» — 4> 4 

-H 4 ** 

B. 4 2 4 # — 4 ** 2* 2 a : * 2 == o 

— 2* 
►-24*2* 

qu*on multiplie l'équation A par z, & l'équation B par 
■ ** ■ "*" : , fie on, trouvera 

4 .v .v — 6' j : ,v: : — 4jc4z = oôC4** 23 # — 4 **2 2 a 1 *3 «sa o 

«h 2**2* 4^2 — 4a** 1 2 -H a 4 * 

-t-4«***z -r-4> 4 2 

r+-4*\y l s — 4**y»«. 

— 4 4 2 

Si l'on fouftrait la dernière de la précédente > le refte divifé pat 
a 1 donnera l'équation C 
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C 6 x z* — 8 xl z -H 2 *J = o 
— 8jf'z+ a xy x 

v 

4* 2 a 1 X 

multipliant A par 3*, &. C par a 2j>* -H «* j on aura 

12 .y > s* — 18 a 1 x 1 z — ra** =o& 12 *3 2* — 16 z -H x* = 0 
•4- 12 xy l z % — 24'X?^* ^I2xy 1 z x — $2x*y z-4- 8 xiy\ 

4-tf***z* . r-ï2«p>* -h tf**xz*~ itf y» z *'***^' 

-f- *2**«* ^-I04l*X l Z-|- 4 X^* 

• • ~- ** * fH # 4 

Cette dernière foulrraite de la précédente, donne poux reftc l'fe 
quation D. 

D. i5 x* z ■— l6" X* a o 
4- 32 X* jr* z 32 *3^*. 

— 8 0* x* z -H 8 ** x* 

+ 10 -h 8 a^xjf» 

+ — a* a 

qu'on multiplie C par z , & B par \ * , & on aura 
tf*z3 — 8x*z*-t-ax3z==o 6ç ô> a * .-.txiz+itfx*^ 
.— »8y z*-+-2x^*z -~6xy x z 0 

— 4*Z*"+- 41* XZ 3«*XZ 

le reftç de la fouftraûion fera 

8a-^ — 8x3 z ^ 
r*-8>*z* — 8*y*a 
•+• 4* z*. 4 a* x a 
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Si on fouftiait cette équation du double de l'équation A , le refte 

fera 

8 *_y* z - 8 jr* 

4- J **** . 
i : > * -t*5 8x a % y* 

Qu'on multiplie celle-ci par 2 x, & C par a 1 , ôc fouftrayant C , 
ainfi multiplié , de l'autre, on aura pour relie l'équation E. 

E. 8 a 1 x* z -+• 16 x< s=s o 

— 16 x+ z •+• $ixîy x • 

*— 16 x* y* z 16 X jf* ' ^ 

— 8 a 1 y* z ■— „ 8 a 1 xi . 

• • * . 

- a* x 

Enfuite on ajoutera enfemble les équations D & E , on divifera 
la fomme par 2/, & le quotient fera 8 z 8>* z -H a 1 z, 
_ 5 j« * = o ; donc z = t< , : mais par l'équation E , 

i6xf 4- ?* ti y* -4- K xy+ — I «« *» — »4«» «J * ±*j» 
2 — 8«»** — i6x* — I6*V* — — a * 

comparant ces deu* valeurs, faifant évanouk. les fractions , ôc 
réduuant l'équation à zéro , on aura enfin 

t± x 6 _ 4 8 a 1 x* H- 1 2 a 4 x» — =* o 
H- i$a**>* — 9$ a 1 y i x l — jj a*^» 
' ^ IP2 j4 — i|*«»Jf4 

ceft 



Digitized by Google 



II. Part. S e c t. II. +T 7 

c*eft la véritable équation qui détermine la nature de la courbe , ' 
& qui ne peut être réduite à de moindres dimenfions puifque 
la pofition y = ?a donne l'équation 256 x 6 — 27 a 6 = o, qui 
eft irrédudible, 

3 69. Le frère du célèbre Mathématicien dont nous avons em- 
prunté le Problême précédent , obferva qu'on pouvoit rendre cette 
méthode générale pour déterminer la nature de toutes les déve- 
loppées & de toutes les cauftiques , c'eft-à-dire , de toutes les 
courbes formées par les interférions de perpendiculaires ou de 
rayons réfléchis, rour avoir une idée de la développée*, conce- 
vez une courbe enveloppée d'un fil , que vous développerez ,' 
en le tenant par une extrémité toujours tendu, cette extrémité 
décrira une courbe qu'on appelle développée. Soient donc les 
deux droites BD, CD perpendiculaires fur la courbe AC B, Pîg. m; 
ou réfléchies par les rayons incidens L B , L C , & qui fe cou- 
pent au point D ; il s'enfuit que réciproquement du point don- 
né D on peut mener deux lignes qui foient ou perpendiculai- 
res à la courbe A B , ou les réfléchies des rayons qui partent 
du point L. C'eft pourquoi fi on confidere comme déterminées 
les indéterminées AE , ED, c'eft-à-dire , fi on prend le point 
J) comme donné, ôc qu'enfuite on cherche la longueur de z 9 ' 
par exemple, deDB,ouBL,ouBG, ouAG, l'équation 
qui exprimera la longueur de z aura deux racines égales, fi les 
points B & C fe réunifient, c'eft-à-dire, fi le point D fe trou- 
ve fur la courbe cherchée. C'eft pourquoi fi on traite cette 
équation fuivant la méthode du Problême précédent, & qu'on 
en fafle fortir z , il en résultera une autre qui représentera le 
rapport des indéterminées x & y, ou des droites A.E, E D > 
& par conféquent la nature de la courbe cherchée. Ainfi fi on 
vouloit chercher par cette méthode la développée de la para- 
bole dont le paramètre eft a , ou feroit AI=--~a, IE = *, 

ED=_y,BG=z; donc A G = -Ç- , G F wm ± a , 

EF = -il-; dbnc AI l E i a ■+ x =AG+ GF 

+ FE= -^--K^-H-jOU*--^. + cn .. 

fuite on feroit évanouir les fra&ions , & on multiplicroit l'é- 
quation par deux progrefiions arithméthiques , comme il fuit. 
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4i8 Traite* d'Algèbre; 

o i a 3 i 2 i c 

azi # — i4*i+ fl'jfsso. azî ♦ 2 xz -H = o 

— 4«*2 + 3 * x .y = o. 6 z* — 2 a x z = o 

z = ■ \'J • îz* — «X = o 

donc fie 27 a>* = qui cft l'équa- 

tion qui exprime la nature de la développée de la parabole. 

J'avois d'abord deiïein de placer à la fuite de ce Chapitre 
une méthode qui s'employe avantageufement pour réfoudre un 
grand nombre de Problèmes curieux Ôc utiles, foit dans les Ma- 
thématiques pures , foit dans les Mathématiques mixtes. On rap- 
pelle la Méthode de maximis & minimis , c'eft- à- dire, celle de 
trouver les plus grandes ôc les moindres quantités. Tous les Pro- 
blêmes de cette efpece peuvent fe réduire à trouver les plus gran- 
des ôc les moindres ordonnées , ou les plus grandes ôc les moin- 
dres abfcuTes : or on a les plus grandes ôc les moindres ordonnées , 
quand la tangente eft parallèle aux abfcifles , Ôc les plus grandes ôc 
ùs moindres abfcuTes , quand la tangente eft parallèle aux ordon- 
nées j c'eft pourquoi je refolvois les queftions de maximis & mini- 
mis, par la Méthode donnée pour les tangentes (Chap. VI.). Mais 
ayant fait attention que cette manière de réfoudre ces Problèmes 
ne différoit au fond de celle que donne le calcul différentiel , que 
parce que cette dernière eft plus générale , j'ai fupprimé ce que 
j'avois préparé ia-deffus. 



F l K 




ERRATA. 



Pag. lig. /«"»• eoncSioas. 

i» • bifs-i-tbhml. b iftt + bhml 

ibii. Il m • *f r • • ** f r 
s «' 
15 < . . • "•"■* • 

. ; • • 

• » nombre* . . 



î J ** 
«7 " 



4 



ioo t» 
■•S « 



. . . i- ' 



I . . «XI 1 I 

— X . . I-H* 

dg — a — c ig — a — c 

a b 

40c 



. . . 40 • • • 
. . . -fi • • • • 77* 
*•••«••••*■ 
, , Corotl. |t • • Cor. +. 
. . »« Cor. . . J« Cor. 



ibii. i $ . 

io$ 10 . 

1 10 11 • 
14» 

tll tê • 

iàU. il . . . Cor. f . . . Cor. 4 

iWJ. il . i« * 4 e Cor. . $« & « e C«. 

ftii. il 7 • • • • 

nf ij . . . eurieofî» . . c Mieux. 

m $ ... +bm* . . — b m». 

,1)4 «ternirn . . • DB • • * C ' 
• ij; s . . AN. AQ . . AM, A R 

II» 17* . . . ■+-&•• » ■** h% \ 

-€*o il . . . lu'tu . . qu'iu contraire. 

OU. X . . . & • • • — bc ' 

i 4 f } ... A D F ... A B F. 

ttii. il . . . De.Bt . . Bo, D/. 
147 • • • N • • • * V * 

i4t i.... — — j • 

154 I . . . ss^ • • . r= M. 
1 1 « »... 1 E .... I L- 

ttii. a». oVn. . . . . *Y • • • ' S* 

117 f • i^tVf— »• »Ks— * 

»J9 ». «foire*; a" £i marje ... Fig. )o. 

tti. **.... ium. . . . Fig. it. 
,<j 5....AH..-KH. 



«41 



17» 5 . . Hh «*. 

174 irrji. . ..!«*.. . l d c. 

175. 11 . . =— p . . =5 B p. 

179 17 . . pe* ."...-+- p e 1 . 

PJ» PJ 1 
IfJ — y— . . —Jl — • 



Pag. 


"g- 




fisutn. corrMvni» 


It4 


*J 


• 


7 m IX 141 • * H 14 h 


ibii. ibii. 


• 


. . 41 * . • • 4*> 


«»7 


1? 


• 


t , — 9 « • • -fr* •* 


no 


31 


• 


• • f * «' • ••/>**• 


Mb 


il 


• 


n 1 m « Jl k M» 


**4 


1 


• 




ftii. 


» 


• 


. . iitm. . • «"">• 


au. 


ait 


é 


. y 1 -4- ftc. . . Vi •+• &«' 




• 


• • • • 
. iitm. . « Wrm * 


au. 


1 


• 


»u 


1» 


. , as «1* a . . • »§»«•« 


n< 


* 


• 




11» 


*4 


• 


. x 1 -t-j» • • ** «+-*■• 


no 




• 




1»! 


tt 


• 


. . »' — . . • 



115 lofir^i . «•»##/ . • é'bfif. 

î L I 



ait. ts.i 

4 



il» 
^t9 



I 

« . . 



150 14; • .»> 



r» 
r» 



1 — e 

15 j 10.. aesd* •+- A . . = «* Ai 
»î4 17 . . . . h A j % m m . b A* y*i 

„4 , .fA k /+ ni ...TA****'- 

n — 1 n — » 

i«j 11 . . . . . — '• 

n » 1 « . 

i<7 1 1 . . . . X a* . . • • X »• 
BU. ibii. ... . -h m . . . .-*•«• 
L L 

170 itrn. . . . '. . . . 8 . "*T~* 

g p 

tll il . . . n»-\-mf . . . m * -H »/• 

ajj. »i v *• 

1I4 ij . . . . déeouvr» . • décoimir». 
il $ 6 .... AP ..... AB. 

ibii. il. . . . ilq ... il 1 - 

il« a*, itrn. . . . e tty . . • * " y. 

xil î6 i -i' 

190 14 ..... S •••• *• 

191 ,15-. perpendieuliire . 1» perpendieuliiro. 
10) 10 .... c h n rAn. 

»i.... cfc * b, 

ibii. »4 • • • -f-4«/. • 

* — î 

«>4 »• » » • • • = — 



Digitizêd by Google 



"s 

*94 

*»5 
296 

JX6 

if 

>*« 
ibid. 

[IIS 

a* 

J40 
ibif. 
»*i 

'347. 
(•'» 

fiS< 
M 7 

• <i 
"4 

Mi 



10 : : . 



— b 



— b 



c 2 « 

22 S ■ • • moitié • • ■ droite. 

dern S /. 

x t » . • — ~~ 4 . 4, 

If ..••+- b ... -f- p*. 

dv. dtnu ... J^4 .... J^a*. 

4* M a» -f f"* 

• • - . 



* 4 

17 . • • = Jt» . ; ; x ». 

9vs U haut de la marge ajoûtt\ Fig. 64. 
S . . . n = I » . . » c: l. 
il . . pout n . . . pour ». 
Ara. ... « » 1 ... 4*1. 
dm». .... -4- 10 .. . -f. t s» o; 
s • . ■ H" J • . . -t- M. 

JO X» ...-+- je». 

10 • . . M R . . . Mo. 

17 . . . n n . . . u n, 

1* . . . p . . . P. 

10 . . . axe . . . arc. 

7 . . . — B» . . . *V B*. 



64 ,> 



»4 



» ; ; ; 



4» 



«4 



F*f . 

j«i 11 ; . \/ti . . Va t. 

$ji art. rte. 4* la marge ajuû:e\ Fig. 91. 

17I zo* . . xtpt . . 1 t p ) ». 

Jtt a . . n... n — 



ibii. 



P * * 



P r * . 



9 Ç 

jts 4rr. no. £la marge ajoûtei Fig. io«. 

i?x dernitrt . . — ba m . . - ur. 
194 M • . » Dx . . . dX. 



i99 

401 

iiii. 



A P 




a a* 

407 dt-ra. . . : P H . . B H. 

401 ai IL: LT : QT : QM . LT: QT: QM : U 

411 10...LP...NP. 

iWi.. IO . . m 99 * * • »• 

ibid. ibid. . . . — — y 6 . . •4-^ s . 

ibid. 11 . . . — — 5jr • • ■+■ 5jr« 

t'Wi. 14 ... t =3 . . . =. 

413 ij . . . GH . . 1 CH. 

414 ai 4V4Bt 4 J *X*\ -+- l t*- O ) 



Digi 



Google 



Approbation du Ccnfcur Royal. 



J'Ai lû par ordre de Monfeigneur le Chancelier un Manufcrit intitulé : Traité S Al- 
gèbre , traduit de i'Anglois de M. Maclaurin» & j'ai crû que cet Ouvrage ferait 
ion utile au Public. A Paris ce x8 Juillet 1 75 

MONTCAR VILLE, 



P R I V I L E*G E DU ROI. 

» 

T OUI S , par la grâce de Dieu* Roi de France & de Navarre : A nos Ames & 
J_j Féaux ConfeiHers, les Gens tenans nos Cours de Parlement, Maitres des Requêtes 
ordinaires de notre Hôtel; Grand Confeil, Prévôt de Paris, Baillif, Sénéchaux, 
leurs Lieutenans Civils , & autres nos Jufticiers qu'il appartiendra ; S a l u t. Notre bien 
amé Chaule s-Antoine Jombert, Libraire à Paris , Nous a fait expofor 
qu'il defireroit faire imprimer & donner au Public des Ouvrages qui ont pour titre : 
Le Guide des Jeunes Mathématiciens , traduit de f 'Anglais , par le R. P. Ptzenas , 

?éfuite. Nouveau Traité Au Microfcope , mis à la portée de tout le monde, traduit de 
Angloh. Traité des Fluxions & Traits d'Alsebre, paa Colin MaclauXin. 
Nouveau Tarif de la Menuiferie , avec les détails & les prix dt tous les ouvrages de 
Menuiserie. Le Mécanique du Feu , ou Traité de la nouvelle Confirutlion d* nouvelles 
Cheminées , par M. Gauger. Principes de Phyjique rapportés à la Médecine , & Traité 
des Métaux & des Minéraux, par M. Chambon, Médecin du Roi. Nouvelle explication 
du Flux & Reflux de la Mer , fuivant un nouveau fyfiême de Cofinographie & des 
Phyjique générale. Traité de Per/petlive à fu/age des Artifos , démontre géométrique- 
ment, y or M. Jeaurat. Traité Analytique des Serions coniques , Fluxions & Fluettes, 

£ar M. Mtdler. L'Ingénieur de Campagne , ou Traité de la Fertifuathn , par Af» 
r Chevalier de Llaifac. Petit Dictionnaire Univerfel, abrégé & mit à la portée des 

Îerfonnes qui n'ont point fait d'étude , par Thomas Dyche , traduit de V Anglais , par 
1 R. P. Pezenas. L'Hiflorien Chronologique, ou l'Hifioire d'Angleterre, depuis fim 
origine jufqnà préfent, traduit de l'Anglois d* M. Salmon ; s'il nous plaifoit lui accor- 
der nos Lettres de Privilèges pour ce néceflaires. A ces Causes , voulant favorable- 
ment traiter l'Expofant, Nous lui avons permis fc permettons , par ces Préfëntcs, de 
taire imprimer lefdits Ouvrages en un ou plufîeurs volumes, & autant de fois que 
bon lui lemblera , & de les vendre» faire vendre & débiter par tout notre Royaume, 
pendant le tems de douze années confecutives , à compter du jour de la date defdites 
Préfentes. Faîfons défenfes à tous Libraires, Imprimeurs, & autres per formes, de quel- 
que qualité & condition qu'elles (oient , d'en introduire d'iropreflion étrangère dans 
aucun lieu de notre obéïlfance; comme au ai d'imprimer, ou faire imprimer, vendre, 
faire vendre , ni contrefaire lefdits Ouvrages , ni d'en faire aucuns Extraits , fous 
quelque prétexte que ce foit , d'augmentation , correction, changement ou autres , fans 
la permilïion exprefîe & par écrit dudit Expolant, ou de ceux qui auront droit de 
lui , à peine de conBfcation des Exemplaires contrefaits , & de trois mille livres d'a- 
mende, contre chacun des contrevenans, dont un tiers à Nous , un tiers à l'Hôtel-Dieu 
de Paris, l'autre tiers audit Expofant,ou à celui qui aura droit de lui, & de tous dé- 
pens, dommages & intérêts: à la charge que ces Préfentes feront enregiftrées taut au 
long fur le Regiftre de la Communauté des Libraires & Imprimeurs de Paris , dans trois» 
mois de la date d'icelles ; que l'impreffion defdits Ouvrages fera faite dans notre Royau- 
me & non ailleurs , en bon papier 5c beaux caraâeres , conformément à la feuille- 
imprimée Se attachée pour modèle, fou* le contre-fccL defdites Prcfentes} que l'lm v 



pétrant fe conformera en tout aux Réglemens Je la Librairie, & notamment I celui itg 
10 Avril i7*J» qu'avant que de les expofer en vente, les Manufcrits qui auront 
fervi Je copie à l'impreflion defdics Ouvrages, feront remis dans le même état où l'Ap- 
probation y aura été donnée , es mains de notre très-cher & Féal Chevalier le Sieur 
Daguelfeau , Chancelier de France , Commandeur de nos Ordres ; & qu'il en fera 
entuite remis deux Exemplaires dans notre Bibliothèque publique, un dans celle do 
notre Château du Louvre , 8c un dans celle de notredit très-oher fie Féal Chevalier le 
Sieur DagueHeau , Chancelier de France ; le tout à peine de nullité des Préfentes : du 
contenu defquelles vous mandons & enjoignons de faire jouir l'Expofant, ou fes ayans 
caufe , pleinement & paiGblement , fans fouffrir qu'il leur loi: fait aucun trouble ou 
empêchement : Voulons que la copie defdites Préfentes , qui fera imprimée tout au 
long au commencement ou à la fin defdits Ouvrages, 'oit tenue pour dùetnent lignifiée, 
& qu'aux copies collationnées par l'un de no* Araés 8c Féaux Confeillers fc Secrétai- 
res , fr>i foit ajoutée comme à l'original : Commandons au premier notre HuifGer ou 
Sergent fur ce requis , de faire pour l'exécution d'icelles tous A à es requis fie neceflai- 
res (ans demander autre permiffion , nonobftant clameur de Haro, Charte Normande 
& Lettres à ce contraires : Car tel eft notre plaiûr. Donné à Paris le 14 jour du mots 
d'Avril, l'an de Grâce mil fept cens quarante -neuf, & de notre Règne le trente - 
quatrième. Par le Roy en fon ConfeiL 

SAINSON. 

Régi, 1 ré fur le Regijhe XII. de la Chambre Royale des Libreirts & Imprimeurs da 
Paris, N*. 1*1. fol. »fj. conformément aux antiens Règlement, confirmés far celui dm 
M Février 171}. A .Paris le 16 Mai 174t. 

Signé, CAVE LIER, Syndic 
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Qui fc trouvent chez 

Ouvrages de SI. Belipor , Colonel d' Infan- 
terie % Ancien PnfiJJiur Royal de 
Mathématiques , &c . &c. 

NO v veau Cours de Mathémati- 
que à l'uûge de l'Artillerie & du Gé- 
nie ( où Ton applique les parties les plus 
utiles de cette Science à la théorie & à 
la pratique des différens fujcts qui peu- 
vent avoir rapport à la guerre. In-quarto 
avec 34 planches. i f liv. 

Le Bombardier François, ou nouvelle Mé- 
thode pour jetter les Bombes avec préci- 
fîon. Avec un Traité des Feux d'Artifi- 
ce. In-quarto. 
La Science des Ingénieurs dans la condui- 
te des travaux de Fortification & d'Ar- 
chitecture civile. I«-4°. gr. papier. 14 I. 
Architecture Hydraulique. Première Partit, 
Qui contient l'Ait de conduire , d'élevet 
& de ménager les eaux pour les différens 
befoins de Ta vie. En deux volunes In- 
quarto, grand papier, avec 100 plan- 
ches. 40 liv. 
Architecture Hydraulique. Seconde Partie. 
. Qui comprend l'Art de diriger les eaux 
de la Mer & des Rivières à 1 avantage de 
la défenfe des Places , du Commerce & 
de l'Agriculture. En deux volumes in- 
quart j', grand papier, enrichis de cent 
vingt planches. jo liv. 

Ouvrages de M. TAbbé Deidie* , Profef- 
Jeur de Mathématiques aux Ecoles 
d'AtMerk de la F<re. 

Arithmétique des Géometres.ou Nouveaux 
. Elémens des Mathématiques ; contenant 
l'Arithmétique, l'Algèbre, PAnalyfe, 
les Equations du fécond 8c du troitîéme 
degré, &c. I»- quarto. ifliv. 

La Science du Géomètre , contenant les 
Elémens d'Euclide , la Trigonométrie , 
h Géométrie pratique, le Nivellement , 
l'Arpentage , les Sections coniques, &c. 
Et ce qui concerne la raefure des Corps 
& de leurs furfaces. In-quarto, avec près 
de jo planches. 1 5 liv» 

La Mefuie de* Surfaces & des Solide, pk 



le meme Libraire. 

la connoîflânce des centres de gravité, Se 
par l'Arithmétique des Infinis. In-quarto, 
avec Figures. \z liv. 

Le Calcul différentiel & le Calcul intégral 
expliqués & appliqués à la Géométrie. 
In-qstartOy avec Figures. tï liv. 

La Mécanique générale, pour lervir d'in- 
troduit ion aux Sciences Phyfico-Mathé- 
matiques : put renferme la Statique , le 
jet des Bombes, l'Hydro-Statique ,l'Ai- 
romérrie , & l'Hydraulique. In - quarto , 
avec Figures. 1 f Kv. 

Le Parfait Ingénieur François , ou la Forti- 
fication fuivant les Syftemes de M. de 
Vauban & des autres Auteurs qui ont 
écrit fur cette Science. Avec l'Attaquo 
& la défenfè des Places. Nouvelle Edi- 
tion , augmentée. In-quarto , enrichi de 
f o planches? 1 < liv. 

Elémens généraux des parties des Mathé- 
matiques nécenaires à l'Artillerie «r au 
Génie. Contenant l'Arithmétique, l'Al- 
gèbre , l'Analyfe , la Géométrie , la Tri- 
gonométrie, le Nivellement, l'Arpen- 
tage, les Sedions coniques, le Toile, 
l'Arithmétique des Infinis , la Mécani- 
que , la Statique., l'Airométrie , l'Hy- 
draulique & la Perfpective. En deux vol. 
in- quarto, zvec 61 plane h. 174^. 14 liv. 

Lettres d'un Mathématicien à un Abbé, ou 
l'on prouve que la matière n'eft pas divi- 
fible à lfnfini. In-douze. i liv. 

Lettrée M. de Mairan à Madame la Marq. 
du Châtelet, avec fa Diflertation fur les 
forces motrices des Corps,& la nouvelle 
réfutation des forces vives. Par M. l'Ab- 
bé Déidier. In douze. 3 !»▼• 

Ouvrages de M. Oï anam, de TAtadémh 
des Sciences. 

Cours de Mathématique qui comprend bi- 
parties de cette feience les plus utiles à 
un homme de guerte. En cinq volumet 
itt-8°.avec plut de 100 planches. 40 liv. 

Les Récréations Mathématiques 8c Phyfî» 
ques, contenanrplufîeurj Problèmes eu» 
rieux d'Arithmétique , de Géométrie » 
de Mécanique , d'Optique, de Gnomo- 



nique Se de Phyfique. En quatre volumes 
in-oi!avo,ivec quantité de Figures. Nou- 
velle Edition. zo liv. 

Tratês féparés du Cottrt de Mathématique' 
J'Ozunam. 

L'Arithmétique , où toutes les parties de 
cette Science font démontrées d'une ma- 
nière courte Se facile. Lt-i*. i L 10 f. 
La Trigonométrie rcébligne Se fphérique, 
avec les Tables des Sinus ■ tangentes Se 
fécantes , Si des Logarithmes. Par Adrien 
Wlaoq. In-oclavo. 4 liv. 10 f. 

La Mécanique, où il eft traité des Machi- 
nes fimples & compofées, &c. In 8°. 6 1. 
La Pcifpeclive théorique & pratique , où 
Ton enfeigne la méthode de mettre tou- 
tes fortes d'objets en perfpeclive, &c. In- 
oflavo, avec Figures. 6 liy. 

La Gnomonique , où l'on donne la manière 
de faire des Cadrans (blaires fur toutes 
fortes de fixrfaccs , &c. In-oclavo ,zvec 
30 planches. 6 liv. 

Les Elémens d'Euclidc du P. Defchalles , 
avec l'ufage de chaque paopofiiion pour 
toutes les parties des Mathématiques. Par 
M. Audierne. In-douze, avec 10 plan- 
ches. Nouvelle Edition. 17*3. 3 liv. 
Traité de l'Arpentage 8t du Toifê , avec un 
nouveau Tarif pour les bois de Charpen- 
te. In-n. nouv. Ed. augm. 1747. 3 Hv. 
La Géométrie pratique , contenant la Tri- 
gonométrie , la Longimétrie , la Plani- 
m ét ri e & la Stéréo nu t r i c . A ve c u n Traité 
de l'Arithmétique par Géométrie. L1-1 î, 
avec Figures. z liv. 10 f. 

Uftge du Compas de proportion Se Je 
l'Inflrumcnt univerfel. Avcç un Traité 
de la divilîon des Champs. In- douze, 
avec Fig. Nouv- Ed. 1748. 1 lif. 10 17 
Méthode de lever les Plans & les Canes de 
Terre & de Mer , avec toutes fortes d'Inf- 
trumens, Se fins Inftrumens. In-dou^g , 
avec Figures. Nouvelle Edition, aug- 
mentée. 175.:. i Jjy. 10 ï.. 

Ouvrées de M. i f Blond , Maître de 
Mathématique dçf fcnfcis 4e liante , 
& Proftjfeur 'de Mathématique 
des Pages du Roi. 

Abrégé d'Atuhmétiquè.& de Géométrie à 
l'ufâgc des jeune» Militaires. In-douze , 
avec i>> planches, 3 liv. 

Nouveaux Jiléniéns Je Fortification , con- 
tenant ce qu'il y a de plus cflcnticl à ob- 



ferver dans une Place forte, pour initier 

en peu de temps les jeunes Militaires dam 
la connoiffanec de cette Science. In- 1 1 , 
avec 19 planches. Nouvelle Edition,aug- 
mentée. I7«i. 3 liv. lof. 

L'Arirhmétique Se la Géométrie de l'Offi- 
cier , contenant la théorie Se la pratique 
de ces deux Sciences appliquées aux em- 
plois de l'homme de guerre. En deux 
volumes. Tn-oUavo, enrichis de 4 y plan- 
ches. 1748. iz liv. 
Suite du même Ouvrage. Effai fur la Cait ra- 
mé: Jt ion , ou fur la manière de former * 
de tracer Se de mefurer un Camp. 7»-8 9 , 
avec Figures. 174t. é liv. 
Elémens de la Guerre des Sièges , où il eft 
traité de l'Artillerie, de l'Attaque & de 
la Défenfc des Places. Avec un Diction* 
nairc des termes les plus ufités dans la 
Guerre des Sièges. En trois volumes i/i- 
o£îavo, avec 31 planches. 1; liv* 

Ouvrages de M. Mac-Laurin> Profefjiur 
de Mathématiques (Uns l'Unsver^ 
t£ Ldimbourg. 

Elémens de la Méthode des Fluxions. Tra- 
duit de l'Anglois , par le R. P. Pezenas , 
Jéfuite. En deux volumes in - quarto , 
avec Figures. 1747. 10 liv. 

Traité d'Algèbre , traduit de l'Anglois , par 
M. le Code, in-quarto. it liv. 

Ouvrages de M. Bougukr . de V Académie 
Royale des Sciences. 

La Figure de la Terre , déterminée par les 
Oblcrvations de M M. Bouguer & de la 
Condamine, envoyés par ordre du Roi 
fous l'Equateur Avec une Relation du 
'Voyage fait au Pérou, & la Defcrtptiort 
de ces Pays. Ouvrage pour fervîr de fui- 
te aux Mémoires de l'Académie , année 
1745. In-quarto, avec Figures. 13I. lof. 
Traité du Navire , de (à Conftruétion & de 
fcs mouvemens. In-quarto , avec Figu-; 
rcs. 1746. ïî liv. 

Dictionnaire Univerfel de Mathématique & 
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pier, avec 101 planchet. t ? s 3 . 33 liv. 
Elément a Mathefeos unfoertkt, &c. Par M. 

Chrétien Wolf, m-4 g . 5 Vol. 60 liv. 
Abrégé du Cours de Mathématique de M. 
' Wolf . en François , 3 Vol. in-oclavê , 
enrichi de 69 planches. 1747» «$ liv. 
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